
74 Нормуродов Ч.Б., Шакаева Э.Э., Зиякулова Ш.А.

УДК 519.624.3

ДИСКРЕТНЫЙ ВАРИАНТ МЕТОДА
ПРЕДВАРИТЕЛЬНОГО ИНТЕГРИРОВАНИЯ И ЕГО

ПРИМЕНЕНИЕ К ЧИСЛЕННОМУ РИШЕНИЮ
СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННОГО УРАВНЕНИЯ

*Нормуродов Ч.Б., Шакаева Э.Э., Зиякулова Ш.А.
*ch.normurodov@gmail.com

Термезский государственный университет,
190111 Узбекистан, Термиз, ул. Баркамол авлод, дом 43.

В данной статье неоднородное сингулярно возмущенное уравнение четвёртого
порядка численно моделируется дискретным вариантом метода предварительного
интегрирования. В предлагаемом методе в качестве базисных функций использу-
ются полиномы Чебышева первого рода. Старшей производной дифференциального
уравнения разлагается в конечный ряд по этим полиномам с неизвестными коэффи-
циентами разложения. Все низкие производные и решение дифференциального урав-
нения представляются в виде выбранного разложения. Затем найденные ряды ста-
вятся в дифференциальное уравнение и получается система дискретных уравнений.
Для полиномов Чебышева имеется дискретная формула интегрирования, которая
понижает порядок производной. С применением этой формуле дискретная система
четырехкратно интегрируется и получается система алгебраических уравнений, чис-
ло уравнений в которых меньше чем число неизвестных коэффициентов. Недостаю-
щие уравнения получаются из краевых условий задачи. Операция интегрирования
улучшают гладкость аппроксимирующих полиномов, например, полином нулевого
порядка при четырехкратном интегрирование превращается в полином четвертого
порядка. Проведелные численные расчёты показывают высокую точность и эффек-
тивность применяемого метода в значительно малых значениях параметра 𝜀.
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1 Введение
Вычислительные применения полиномов и рядов Чебышева приведены в [1]. Весо-

вая функция фильтра Колмогорова-Винера для непрерывных фрактальных процес-
сов с функцией структуры, обладающей степенным законом исследована [2]. Эффек-
тивный метод численного решения некоторых краевых и начальных задач изложен
в [3]. Используя операционную матрицу, полученную из многочленов Чебышева пер-
вого рода, построено алгебраическое эквивалентное представление задачи. Проведен
анализ сходимости и оценка погрешности предложенного метода, метод применён
для решения инженерной задачи, связанной с балкой на упругом основании.

Преобразование конечных степенных рядов в виде ряда по сдвинутым много-
членам Чебышева первого рода изложено в [4]. Возможные направления обобщений
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ранее найденных связей между многочленами Чебышева и числами Каталана, возни-
кающими при изучении коммутирующих разностных операторов предложены в [5].
Сформулированы гипотезы о связи между основной теоремой Абеля и коммутиру-
ющими полубесконечными матрицами. Полиномы Чебышева широко применяются
при численном моделировании различных задач прикладной математики. Многочле-
ны Чебышева и их основные свойства обсуждаются в [6]. В этой работе полиномы
применены для получения явных решений уравнения второго порядка в множестве
действительных чисел.

В статье [7] метод Галеркина используется для решения интегро-дифференциаль-
ных уравнений Вольтерры с помощью базисной функции многочленов Чебышева.
Авторы утверждают, эффективность и надёжность применяемого метода. В рабо-
те [8] представлен алгоритм для получения приближённых решений различных из-
вестных уравнений типа Лейна-Эмдена. Автор утверждают, что предложенный ме-
тод значительно проще по сравнению с любыми другими методами для решения за-
дачи начального значения. Рассмотренные в этой работе примеры показывают отлич-
ное совпадение между точными и приближёнными решениями. Чебышевские мно-
гочлены уже давно используются для аппроксимации экспериментальных данных
при решении различных технических задач. В рамках исследования [9] анализиро-
вана динамика акций восьми чешских предприятий с использованием разложения по
многочленам Чебышева. Было установлено, что анализ динамики акций во времени
с использованием многочленов Чебышева является более эффективным в случаях,
когда их динамика не соответствует закону нормального распределения. Предло-
женная модель имеет важное значение для анализа динамики портфеля акций без
расчета дисперсии и корреляции.

Большинство проблем, связанных с физическими, биологическими и инженерны-
ми системами, являются сложными и обычно моделируются с использованием как
линейных, так и нелинейных дифференциальных уравнений [10]. В этой статье обык-
новенные дифференциальные уравнения моделируются как задачи оптимизации для
нахождения приближенных решений с учетом многочленов Чебышёва в качестве ба-
зовой функции аппроксимации, принимая начальные и/или граничные условия как
ограничения. В исследование [11] выявлены связи между функцией Ломмеля и по-
линомамы Чебышева первого рода. В исследовании [12] численно решается задача
о временной дробной задаче Кортевега-де Фриза-Бюргерса. Подход основан на ме-
тоде коллокации с использованием сдвинутых многочленов Чебышева первого рода.
Приведены численные примеры, демонстрирующие точность и эффективность пред-
ложенного подхода.

В монографии [13] изложено спектрально-сеточный метод с полинома Чебышева
первого рода для численного моделирования проблемы гидродинамической устой-
чивости для однофазных и двухфазных потоков. Численное решение неоднородного
сингулярно возмущенного уравнения второго порядка спектральным методом изло-
жено в [14], где в качестве базисных функций использованы полиномы Чебышева
второго рода. Применение непрерывного варианта метода предварительного инте-
грирования для численного моделирования неоднородного сингулярно возмущенного
уравнения четвертого порядка является объектом исследования в [15]. В статье [16]
дискретный вариант метода предварительного интегрирования применён к числен-
ному решению эллиптических уравнений. Показано, высокая точность к эффектив-
ность предлагаемого метода. Сходимость непрерывного варианта метода предвари-
тельного интегрирования при решении нелинейного обыкновенного дифференциаль-
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ного уравнения четвертого порядка с малым параметром при старшей производной
изложена в [17]. Эффективный численный метод основанный на непрерывном вари-
анте метода предварительного интегрирования для решения сингулярно возмущен-
ного уравнения приведён в [18].

2 Постановка задачи
Пусть требуется численное решение сингулярно возмущенного неоднородного

обыкновенного дифференциального уравнения четвертого порядка

𝜀
𝑑4𝑢

𝑑𝑦4
− 2

𝑑2𝑢

𝑑𝑦2
+ 𝑢(𝑦) = 𝑓 (𝑦) , 𝑦 ∈ (−1, 1), (1)

со следующими краевыми условиями

𝑢(±1) =
𝑑𝑢

𝑑𝑦
(±1) = 0, (2)

Где 𝜀 – малый параметр. Для численного решения задачи (1)-(2) применяем дис-
кретный вариант метода предварительного интегрирования. Для исследования схо-
димости и порядка точности применяемого метода воспользуемся методом пробных
функций. Суть данного метода заключается в следующим. Выбирается некоторая
функция 𝑢(𝑦), она может быть выбрана произвольно, но так, чтобы выполнялись
условия сопряжения в точке разрыва. Подставляя ее в дифференциалное уравнение
(1), находится правая часть

𝑓(𝑦) = 𝜀
𝑑4𝑢

𝑑𝑦4
− 2

𝑑2𝑢

𝑑𝑦2
+ 𝑢(𝑦),

и требуются удовлетворения соответствующих краевых условий (2). В качестве проб-
ной функции для задачи (1)-(2) выбираем функцию

𝑢𝑒(𝑦) = (1− 𝑦2)2𝑒𝜀𝑦, 𝑢𝑒 = 𝑢𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡. (3)

Данная функция удовлетворяет краевым условиям (2). Для функции (3), правая
часть уравнения (1) имеет вид:

𝑓(𝑦) = ((𝜀5 − 2𝜀2 + 1)𝑦4 + (16𝜀4 − 16𝜀)𝑦3 + (72𝜀3 − 2𝜀5 + 4𝜀2 − 26)𝑦2+

+(96𝜀2 − 16𝜀4 + 16𝜀)𝑦 + 𝜀5 − 24𝜀3 − 2𝜀2 + 9)𝑒𝜀𝑦.
(4)

3 Метод решения
Для численного решения поставленной задачи применяем дискретный вариант

метода предварительного интегрирования. Основная идея данного метода заключа-
ется в следующем. Старшая производная и правая часть уравнения (1) ищется в виде
конечных рядов по полиномам Чебышева первого рода с неизвестными коэффици-
ентами. До решения дифференциальной задачи (1)-(2) искомый ряд для приближен-
ного решения предварительно четырехкратно “интегрируется” с применением дис-
кретной формуле предназначенную для понижения порядка производной. Главным
достоинством данного подхода заключается в том, что при интегрирование конечно-
го ряда Чебышева гладкость аппроксимирующих полиномов улучшаются. Например,
полином нулевого порядка превращается в полином четвертого порядка и так далее.
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А это свою очередь, положительно влияет на точность расчётов. Краевые условия
задачи за счет выбора соответствующих уравнений для неизвестных коэффициентов
удовлетворяются точно. Таким образом, дискретный вариант метода предваритель-
ного интегрирования позволяет найти приближенное решение задачи с достаточно
высокой точностью при умеренных значениях малого параметра. В коллокационных
узлах полиномов Чебышева сравниваются пробная функция (точное решение ) по-
ставленной задачи с приближенным решением полученным дискретным вариантом
метода предварительного интегрирования.

Изложим алгоритм предлагаемого метода. Четвертая производная и правую
часть уравнения (1) представим в виде следующих рядов:

𝑑4𝑢𝑎
𝑑𝑦

=
𝑁∑︁
𝑖=0

′𝑎𝑖
(4𝑦)𝑇𝑖 (𝑦) , f (𝑦) =

𝑁∑︁
𝑖=0

′𝑏𝑖𝑇𝑖 (𝑦) , (5)

где через 𝑢𝑎 обозначено приближенное решения задачи

𝑢𝑎 = 𝑢𝑎𝑝𝑝𝑟𝑜𝑥𝑖𝑚𝑎𝑡𝑒.

𝑇𝑖(𝑦) - полином Чебышева 𝑖− го порядка, штрих над суммой означает, что коэф-
фициенты рядов 𝑎𝑖 берутся со множителем , когда 𝑖 = 0, 𝑎𝑖, 𝑏𝑖−неизвестные коэффи-
циенты разложения.

Ряд (5) для приближенного решения четырёхкратно интегрируем и находим все
низкие производные, а также приближенное решение задачи в виде конечных рядов
по полиномам Чебышева первого рода:

𝑑3𝑢𝑎
𝑑𝑦3

=
𝑁∑︁
𝑖=0

′𝑎𝑖
(3𝑦)𝑇𝑖 (𝑦) ,

𝑑2𝑢𝑎
𝑑𝑦2

=
𝑁∑︁
𝑖=0

′𝑎𝑖
(2𝑦)𝑇𝑖 (𝑦) ,

𝑑𝑢𝑎
𝑑𝑦

=
𝑁∑︁
𝑖=0

′𝑎𝑖
(𝑦)𝑇𝑖 (𝑦) , 𝑢𝑎 (𝑦) =

𝑁∑︁
𝑖=0

′𝑎𝑖𝑇𝑖 (𝑦) ,

(6)

Далее, подставляя ряды (5) и необходимые ряды из (6) в дифференциальное урав-
нение (1), имеем

𝜀

𝑁∑︁
𝑖=0

′𝑎𝑖
(4𝑦)𝑇𝑖 (𝑦)− 2

𝑁∑︁
𝑖=0

′𝑎𝑖
(2𝑦)𝑇𝑖 (𝑦) +

𝑁∑︁
𝑖=0

′𝑎𝑖𝑇𝑖 (𝑦) =
𝑁∑︁
𝑖=0

′𝑏𝑖𝑇𝑖 (𝑦).

Затем, приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях полиномов, полу-
чаем алгебраическую систему следующего вида

𝜀𝑎𝑖
(4𝑦) − 2𝑎𝑖

(2𝑦) + 𝑎𝑖 = 𝑏𝑖, 𝑖 = 4, 5, ..., 𝑁. (7)

Для полиномов Чебышева первого рода имеется следующая дискретная формула
предварительного интегрирования, которая понижает порядок производной рядов
(6):

𝑎𝑖
((𝑘−1)𝑦) =

𝑎𝑖−1
(𝑘𝑦) − 𝑎𝑖+1

(𝑘𝑦)

2𝑖
. (8)

Уравнение (7) четырёхкратно интегрируем используя формулу (8) : а) первое
интегрирование

𝜀𝑎𝑖
(3𝑦) − 2𝑎𝑖

(𝑦) +
𝑎𝑖−1 − 𝑎𝑖+1

2𝑖
=
𝑏𝑖−1 − 𝑏𝑖+1

2𝑖
;
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б) второе интегрирование

𝜀𝑎𝑖
(2𝑦) − 2𝑎𝑖 +

𝑎𝑖−2 − 𝑎𝑖
4𝑖(𝑖− 1)

− 𝑎𝑖 − 𝑎𝑖+2

4𝑖 (𝑖+ 1)
=
𝑏𝑖−2 − 𝑏𝑖
4𝑖(𝑖− 1)

− 𝑏𝑖 − 𝑏𝑖+2

4𝑖 (𝑖+ 1)
;

б) третье интегрирование

𝜀𝑎𝑖
(𝑦) − 𝑎𝑖−1 − 𝑎𝑖+1

𝑖
+

𝑎𝑖−3 − 𝑎𝑖−1

8𝑖(𝑖− 1) (𝑖− 2)
− 𝑎𝑖−1 − 𝑎𝑖+1

8𝑖2 (𝑖− 1)
−

−𝑎𝑖−1 − 𝑎𝑖+1

8𝑖2(𝑖+ 1)
+

𝑎𝑖+1 − 𝑎𝑖+3

8𝑖 (𝑖+ 1) (𝑖+ 2)
=

𝑏𝑖−3 − 𝑏𝑖−1

8𝑖(𝑖− 1) (𝑖− 2)
−

−𝑏𝑖−1 − 𝑏𝑖+1

8𝑖2 (𝑖− 1)
− 𝑏𝑖−1 − 𝑏𝑖+1

8𝑖2(𝑖+ 1)
+

𝑏𝑖+1 − 𝑏𝑖+3

8𝑖 (𝑖+ 1) (𝑖+ 2)
;

г) после четвертого интегрирования имеем основное алгебраическое уравнение
относительно неизвестных коэффициентов 𝑎𝑖:

𝜀𝑎𝑖 −
𝑎𝑖−2 − 𝑎𝑖
2𝑖 (𝑖− 1)

+
𝑎𝑖 − 𝑎𝑖+2

2𝑖 (𝑖+ 1)
+

𝑎𝑖−4 − 𝑎𝑖−2

16𝑖 (𝑖− 1) (𝑖− 2) (𝑖− 3)
− 𝑎𝑖−2 − 𝑎𝑖

16𝑖(𝑖− 1)2 (𝑖− 2)
−

− 𝑎𝑖−2 − 𝑎𝑖

16𝑖2(𝑖− 1)2
+

𝑎𝑖 − 𝑎𝑖+2

16𝑖2 (𝑖− 1) (𝑖+ 1)
− 𝑎𝑖−2 − 𝑎𝑖

16𝑖2 (𝑖− 1) (𝑖+ 1)
+

+
𝑎𝑖 − 𝑎𝑖+2

16𝑖2(𝑖+ 1)2
+

𝑎𝑖 − 𝑎𝑖+2

16𝑖(𝑖+ 1)2 (𝑖+ 2)
− 𝑎𝑖+2 − 𝑎𝑖+4

16𝑖 (𝑖+ 1) (𝑖+ 2) (𝑖+ 3)
=

=
𝑏𝑖−4 − 𝑏𝑖−2

16𝑖 (𝑖− 1) (𝑖− 2) (𝑖− 3)
− 𝑏𝑖−2 − 𝑏𝑖

16𝑖(𝑖− 1)2 (𝑖− 2)
− 𝑏𝑖−2 − 𝑏𝑖

16𝑖2(𝑖− 1)2
+

+
𝑏𝑖 − 𝑏𝑖+2

16𝑖2 (𝑖− 1) (𝑖+ 1)
− 𝑏𝑖−2 − 𝑏𝑖

16𝑖2 (𝑖− 1) (𝑖+ 1)
+

𝑏𝑖 − 𝑏𝑖+2

16𝑖2(𝑖+ 1)2
+

+
𝑏𝑖 − 𝑏𝑖+2

16𝑖(𝑖+ 1)2 (𝑖+ 2)
− 𝑏𝑖+2 − 𝑏𝑖+4

16𝑖 (𝑖+ 1) (𝑖+ 2) (𝑖+ 3)
,

𝑖 = 4, 5, 6, ..., 𝑁.

(9)

Коэффициенты 𝑏𝑖 для известной правой части 𝑓(𝑦) из (4) вычисляются следую-
щим обратным преобразованием [13]:

𝑏𝑖 =
2

𝑁𝑐𝑖

𝑁∑︁
𝑙=0

1

𝑐𝑙
𝑓(𝑦𝑙)𝑇𝑖(𝑦𝑙), 𝑖 = 0, 1, 2, ..., 𝑁. (10)

где 𝑐0 = 𝑐𝑁 = 2, 𝑐𝑚 = 1, если 𝑚 ̸= 0;𝑁.
Ряд для приближенного решения в (6) имеет неизвестных коэффициентов

𝑎𝑖, (𝑖 = 0, 1, 2, ..., 𝑁), основная алгебраическая система (9) имеет (𝑁 − 3) уравнения,
недостающие четыре уравнения определяются из краевых условий (2), записанные
через конечных рядов по полиномам Чебышева. С учетом следующих свойств поли-
номов Чебышева 𝑖 (±1) = (±1)𝑖 и 𝑇𝑖

′ (±1) = (±1)𝑖−2𝑖2, краевые условия (2) записы-
ваются в виде: ⎧⎪⎨⎪⎩

𝑢(−1) =
1

2
𝑎0 − 𝑎1 + 𝑎2 − 𝑎3 + ...+ 𝑎𝑁 = 0,

𝑢(+1) =
1

2
𝑎0 + 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3...+ 𝑎𝑁 = 0,

(11)
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑢

𝑑𝑦
(−1) =

𝑁∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖𝑇𝑖
′ (−1) =− 𝑎1 + 4𝑎2 − 9𝑎3 + 16𝑎4 − 25𝑎5...− (𝑁 − 1)2𝑎𝑁−1+

+𝑁2𝑎𝑁 = 0,

𝑑𝑢

𝑑𝑦
(+1) =

𝑁∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖𝑇𝑖
′ (+1) =𝑎1 + 4𝑎2 + 9𝑎3 + 16𝑎4 + 25𝑎5 + 36𝑎6 + ...+𝑁2𝑎𝑁 = 0.

(12)
Сначала сложив, а затем вычитая уравнений из (11), имеем

1

2
𝑎0 + 𝑎2 + 𝑎4 + ...+ 𝑎𝑁 = 0,

𝑎1 + 𝑎3 + 𝑎5 + ...+ 𝑎𝑁−1 = 0.
(13)

Выполнения аналогичных операций над уравнениями (12), дают

4𝑎2 + 16𝑎4 + 36𝑎6 + ...+𝑁2𝑎𝑁 = 0,

𝑎1 + 9𝑎3 + 25𝑎5...+ (𝑁 − 1)2𝑎𝑁−1 = 0.
(14)

Основные алгебраические уравнения (9) совместно с краевыми условиями (13)-
(14) образуют систему (𝑁 + 1) линейных алгебраических уравнений для определения
(𝑁 + 1) неизвестных 𝑎𝑖, (𝑖 = 0, 1, 2, ..., 𝑁). Данная алгебраическая система имеет вид:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑖(𝑖− 1)(𝑖+ 1)2(𝑖+ 2)(𝑖+ 3)𝑎𝑖−4 − 4𝑖(𝑖2 − 1)(𝑖2 − 4)(𝑖+ 3)(2𝑖2 − 4𝑖− 5)𝑎𝑖−2+
+(16𝜀𝑖2(𝑖− 1)2(𝑖+ 1)2(𝑖2 − 4)(𝑖2 − 9) + 2𝑖2(𝑖2 − 1)(𝑖2 − 9)(8𝑖2 − 29))𝑎𝑖−
−4𝑖(𝑖2 − 1)(𝑖2 − 4)(𝑖− 3)(2𝑖2 + 4𝑖− 5)𝑎𝑖+2 + 𝑖(𝑖− 1)2(𝑖+ 1)(𝑖− 2)(𝑖− 3)𝑎𝑖+4 =
= 𝑖(𝑖− 1)(𝑖+ 1)2(𝑖+ 2)(𝑖+ 3)𝑏𝑖−4 − 4𝑖(𝑖2 − 1)(𝑖2 − 4)(𝑖+ 3)𝑏𝑖−2+
+6𝑖2(𝑖2 − 1)(𝑖2 − 9)𝑏𝑖 − 4𝑖(𝑖2 − 1)(𝑖2 − 4)(𝑖− 3)𝑏𝑖+2+
+𝑖(𝑖− 1)2(𝑖+ 1)(𝑖− 2)(𝑖− 3)𝑏𝑖+4, (𝑖 = 4, 𝑁),
1
2
𝑎0 + 𝑎2 + 𝑎4 + ...+ 𝑎𝑁 = 0,
𝑎1 + 𝑎3 + 𝑎5 + ...+ 𝑎𝑁−1 = 0,
4𝑎2 + 16𝑎4 + 36𝑎6 + ...+𝑁2𝑎𝑁 = 0,
𝑎1 + 9𝑎3 + 25𝑎5...+ (𝑁 − 1)2𝑎𝑁−1 = 0.

(15)
Систему (15) удобно записать в матричном виде

𝐴𝑎 = 𝑏, (16)

где 𝐴 – квадратная матрица порядка 𝑀 ×𝑀 состоящая из коэффициентов систе-
ме (15), где 𝑀 = (𝑁 + 1), 𝑇 = (𝑎0, 𝑎1, ..., 𝑎𝑁) искомый вектор для неизвестных,
𝑏 – правая часть системе (15). Решая систему (15) определяются коэффициенты
𝑎𝑖, (𝑖 = 0, 1, 2, ..., 𝑁), а по формуле (6) вычисляются значения приближенного реше-
ния, затем а по формуле (3) вычисляются значения точного решения в коллокаци-
онных узлах полиномов Чебышева 𝑦𝑙 = cos 𝜋𝑙

𝑁
, 𝑙 = 0, 1, 2, ..., 𝑁 .

4 Обсуждение результатов
Дифференциальная задача (1)-(2) решена методом предварительного интегриро-

вания при значениях малого параметра 𝜀 = 10−3; 10−9 и когда число аппроксимиру-
ющих многочленов равно 𝑁 = 10; 20; 30. В табл.1 приведены результаты расчётов
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когда значение малого параметра 𝜀 = 10−3, где сравнены точное и приближённое
решения при 𝜀 = 10−3 и 𝑁 = 10 в коллокационных узлах многочленов Чебышева.

Таблица 1. Сравнение точного и приближенного решения

Результаты табл.1 наиболее наглядно изображены на рис.1.

Рис. 1 Сравнение точного и приближенного решения при 𝜀 = 10−3 и 𝑁 = 10

Результаты сравнения точного и приближенного решения при 𝜀 = 10−3 и 𝑁 = 20
приведены в табл.2.

Таблица 2. Сравнение точного и приближенного решения
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Результаты табл.2 наиболее наглядно изображены на рис.2.

Рис. 2 Сравнение точного и приближенного решения при и 𝑁 = 20

Результаты сравнения точного и приближенного решения при и 𝑁 = 30 приведе-
ны в табл.3.

Таблица 3. Сравнение точного и приближенного решения

Результаты табл.3 наиболее наглядно изображены на рис.3.

Рис. 3 Сравнение точного и приближенного решения при 𝜀 = 10−3 и 𝑁 = 30
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Результаты сравнения точного и приближенного решения при 𝜀 = 10−9 и 𝑁 = 10
приведены в табл.4.

Таблица 4. Сравнение точного и приближенного решения

Графические представления результатов табл.4 изображены на рис.4.

Рис. 4 Сравнение точного и приближенного решения при 𝜀 = 10−9 и 𝑁 = 10

Результаты сравнения точного и приближенного решения при 𝜀 = 10−9 и 𝑁 = 20
приведены в табл.5.

Таблица 5. Сравнение точного и приближенного решения
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Графические представления результатов табл.5 изображены на рис.5.

Рис. 5 Сравнение точного и приближенного решения при 𝜀 = 10−9 и 𝑁 = 20

Результаты сравнения точного и приближенного решения при 𝜀 = 10−9 и приве-
дены в табл.6.

Таблица 6. Сравнение точного и приближенного решения

Графические представления результатов табл.6 изображены на рис.6.

Рис. 6 Сравнение точного и приближенного решения при 𝜀 = 10−9 и 𝑁 = 30
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Из приведённых результатов видно, что уменьшение значения малого параметра,
в 106 (𝜀 = 10−9) раз приводит к резкому улучшению точности приближенного реше-
ния. Следует отметить, что с увеличением числа аппроксимирующих полиномов, как
в случае 𝜀 = 10−3, так и в случае 𝜀 = 10−9 максимальные абсолютные погрешности
существенно уменьшаются.

5 Заключение
Отметим следующие основные моменты:
1. Старшая производная дифференциального уравнения представлена в виде ко-

нечного ряда по полиномом Чебышева первого рода с неизвестными коэффициента-
ми разложения.

2. Все низкие производные и решение дифференциального уравнения записыва-
ются с помощью вибранного ряда.

3. Полученная система уравнений четырехкратно интегрируется и имеется дис-
кретная система линейных алгебраических уравнений, число уравнений в которых
меньше чем число неизвестных коэффициентов. Недостающие уравнения определя-
ются из краевых условый дифференциального уравнения записанные через конечных
рядов.

4. Дифференциальная задача сведена к алгебраической задаче для определения
неизвестных коэффициентов разложения.

5. Проведены численные расчёты в широком диапазоне изменения характерных
параметров задачи: число аппроксимирующих полиномов и малого параметра зада-
чи.

6. Результаты расчётов показывают высокую точность предлагаемого метода.
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The article presents a numerical modeling approach for solving a non-homogeneous
singularly perturbed fourth-order equation using by a discrete variant of the pre-
integration method. In the proposed method, the basis functions are Chebyshev poly-
nomials of the first kind. The highest derivative of the differential equation is expanded
into a finite series in terms of these polynomials, with unknown expansion coefficients.
All lower derivatives and the solution of the differential equation are represented in the
form of the chosen expansion. The resulting series are substituted into the differential
equation, leading to a system of discrete equations. For Chebyshev polynomials, there is
a discrete integration formula that reduces the order of the derivative. By applying this
formula, the discrete system is integrated four times, resulting in a system of algebraic
equations where the number of equations is less than the number of unknown coefficients.
The missing equations are obtained from the boundary conditions of the problem. The
integration operation improves the smoothness of the approximating polynomials. For
example, a zeroth-order polynomial, after four integrations, transforms into a fourth-
order polynomial. Numerical calculations demonstrate the high accuracy and efficiency
of the proposed method, especially for very small values of the parameter 𝜀.

Keywords: Chebyshev polynomials, discrete variant, pre-integration, high accuracy,
small parameter.
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