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В данной статье представлен высокоточный и эффективный спектрально-сеточный
метод численного решения краевой задачи для обыкновенного дифференциального
уравнения четвертого порядка с малым параметром при старшей производной. Ме-
тод основан на полиномах Чебышева первого рода и использовании разбиения инте-
грального интервала на несколько подотрезков, что позволяет обеспечить непрерыв-
ность решения и его производных до третьего порядка между элементами сетки. Это
особенно важно при наличии пограничных слоев, возникающих из-за малого пара-
метра при старшей производной, что делает задачу сингулярно возмущенной. В рам-
ках работы проведен анализ точности и устойчивости метода на различных уровнях
разбиения сетки и количества аппроксимирующих полиномов. Представлены чис-
ленные эксперименты, демонстрирующие высокую точность вычисления как самого
решения, так и его производных вплоть до четвёртого порядка, даже при весьма
малых значениях параметра 𝜀 (до 10−9). Результаты показывают, что увеличение
количества элементов сетки и полиномов приводит к геометрическому уменьшению
абсолютных погрешностей, подтверждая сходимость предложенного подхода. Таким
образом, предложенный спектрально-сеточный метод является не только эффектив-
ным с вычислительной точки зрения, но и достаточно универсальным для решения
широкого класса задач, связанных с сингулярно возмущёнными дифференциальны-
ми уравнениями высокого порядка.
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1 Введение
Численное моделирование краевой задачи для обыкновенных дифференциальных

уравнений с малым параметром при старшей производной является актуальной про-
блемой в области вычислительной и прикладной математики. Присутствие малого
параметра в дифференциальном уравнении требует разработки адаптивных числен-
ных методов, обладающих следующими свойствами: высокая точность, эффектив-
ность, применимость при умеренно малых значениях параметра исследуемой зада-
чи. При построении подобных методов в качестве базисных функций используются
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полиномы Чебышева первого рода. Приведем обзор по применению этих полиномов
при решении различных прикладных задач.

В работе [1] для численного решения класса задач третьего порядка с сингулярно
возмущенными граничными значениями предложен метод рациональной спектраль-
ной коллокации. Представленные численные эксперименты иллюстрируют вычис-
лительную эффективность и точность предложенного метода. Спектральный метод
для решения связанных с сингулярно возмущенными двухточечными краевыми за-
дачами второго рода изложен в [2]. Авторы утверждают, что данный метод удобен
при разрешении очень тонких пограничных слоев.

В статье [3] предложено метод адаптивных спектральных элементов высокого
порядка, основанный на полиномиальной аппроксимации для решения дифферен-
циальных уравнений с особыми возмущениями с граничными условиями Дирихле
и пограничным слоем на одном конце. Исследование [4] направлено на сборку двух
методичных спектральных производных алгоритмов Лежандра для численного ре-
шения уравнений сингулярно возмущенных типов.

Целью статье [5] является исследование сходимости спектрального коллокацион-
ного приближения Фурье в сочетание с полунеявным методом Эйлера при решении
стохастических уравнений в частных производных. В статье [6] предложен и иссле-
дован метод спектральной коллокации Чебышева для решения смешанных функцио-
нальных дифференциальных уравнений. Влияние конвективных граничных условий
на течение в пограничном слое над линейно растягивающейся плоской поверхностью
исследовано в статье [7]. Применение спектрального метода Лежандра для много-
мерных частных интегро-дифференциальных уравнений Вольтерра изложено в [8].

В работе [9] предложена и анализирована эффективная дискретизация по време-
ни для спектрального дробного стохастического уравнения в частных производных
с параметром Херста. В исследование [10] спектральный метод Чебышева приме-
нен для анализа виброакустических характеристик пластин произвольной формы. В
статье [11] рассматриваются два спектральных метода, а именно методы Галерки-
на и Петрова-Галеркина, для линейного анализа устойчивости уравнений магнитной
гидродинамики, описывающих течение электропроводящей жидкости в присутствии
тангенциального магнитного поля.

Представление нового вычислительного алгоритма для решения дробного диффе-
ренциального уравнения пантографа изложено в [12]. Алгоритм основан на введении
нового семейства ортогональных многочленов, обобщающих семейство многочленов
Чебышева второго рода. В статье [13] разработана полуаналитическая модель для
анализа свободных колебаний вращающихся пластин с трещинами на основе расши-
ренного спектрального метода Чебышева. Применение спектрального метода с по-
линомамы Чебышева второго рода для решения краевой задачи для обыкновенного
дифференциального уравнения второго порядка с малым параметром при старшей
производной изложено в [14].

В статье [15] изложено сходимость спектрально-сеточного метода с полинома-
мы Чебышева первого рода для обыкновенного дифференциального уравнения об-
щего вида. Применение спектрального-сеточного метода для численного моделиро-
вания проблемы на собственные значения для уравнения Орра-Зоммерфельда яв-
ляется предметом исследования работе [16]. Математическое моделирование про-
блемы гидродинамической устойчивости для двухфазных плоскопараллельных те-
чений спектрально-сеточным методом изложено в [17]. Исследование сходимости
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спектрально-сеточного метода для уравнения Бюргерса с начально-краевыми усло-
виями выполнено в [18].

2 Постановка задачи
Рассмотрим обыкновенное дифференциальное уравнение четвертого порядка с

малым параметром при старшей производной:

𝜀
𝑑4𝑢

𝑑𝜂4
− 2

𝑑2𝑢

𝑑𝜂2
+ 𝑢(𝜂) = 𝑓(𝜂), 𝜂 ∈ (𝜂0, 𝜂𝑙), (1)

со следующими краевыми условиями:

𝑢(𝜂0) =
𝑑𝑢

𝑑𝜂
(𝜂0) = 0, 𝑢(𝜂𝑙) =

𝑑𝑢

𝑑𝜂
(𝜂𝑙) = 0, (2)

где 𝜀 – малый параметр. Наличие малого параметра 𝜀 при старшей производной
накладывает дополнительные требования к аппроксимационным свойствам приме-
няемых численных методов. Этот факт особенно выявляется не только при иссле-
довании динамики решения рассматриваемой задачи, но и динамики производных
различного порядка. Для исследования сходимости и порядка точности спектрально-
сеточного метода воспользуемся методом пробных функций [19]. Согласно этому ме-
тоду выбирается некоторая произвольная функция 𝑢𝑒(𝜂) = 𝑢𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡(𝜂). Подставляя её
в дифференциальное уравнение (1), найдём правую часть 𝑓(𝜂) = 𝜀𝑑

4𝑢𝑒

𝑑𝜂4
−2𝑑2𝑢𝑒

𝑑𝜂2
+𝑢𝑒(𝜂)

и потребуем выполнения краевых условий (2).
Поставленная задача решается спектральным и спектрально-сеточным методом

и приближенное решение 𝑢𝑎(𝜂) сравнивается с известной пробной функцией 𝑢𝑒(𝜂) в
коллокационных узлах полиномов Чебышева первого рода. В данной работе в каче-
стве пробной функции выбрана следующая функция:

𝑢𝑒(𝜂) =
(︀
1− 𝜂2

)︀2
𝑒𝜀𝜂.

Для этой функции правая часть уравнения (1) имеет вид:

𝑓(𝜂) = 𝑒𝜀𝜂[(𝜀5 − 2𝜀2 + 1)𝜂4 + (16𝜀4 − 16𝜀)𝜂3+

+(72𝜀3 − 2𝜀5 + 4𝜀2 − 26)𝜂2+

+(96𝜀2 − 16𝜀4 + 16𝜀)𝜂 + (𝜀5 − 24𝜀3 + 24𝜀− 2𝜀2 + 9)].

Производные от пробной функции имеют вид:

𝑑𝑢𝑒
𝑑𝜂

= (𝜂2 − 1)(𝜀𝜂2 + 4𝜂 − 𝜀)𝑒𝜀𝜂,

𝑑2𝑢𝑒
𝑑𝜂2

=
[︀
𝜀2𝜂4 + 8𝜀𝜂3 + 2(6− 𝜀2)𝜂2 − 8𝜀𝜂 + 𝜀2 − 4

]︀
𝑒𝜀𝜂,

𝑑3𝑢𝑒
𝑑𝜂3

=
[︀
𝜀3𝜂4 + 12𝜀2𝜂3 + 2(18𝜀− 𝜀3)𝜂2 + 12

(︀
2− 𝜀2

)︀
𝜂 + 𝜀3 − 12𝜀

]︀
𝑒𝜀𝜂,

𝑑4𝑢𝑒
𝑑𝜂4

=
[︀
𝜀4𝜂4 + 16𝜀3𝜂3 + 2(36𝜀2 − 𝜀4)𝜂2 + 16

(︀
6𝜀− 𝜀3

)︀
𝜂 + 𝜀4 − 24𝜀2 + 24

]︀
𝑒𝜀𝜂.
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Эти выражения понадобятся для сравнения с их приближенными значениями, полу-
ченными спектрально-сеточным методом.

3 Метод решения
В данной работе для исследования динамики решения и ее производных раз-

личного порядка предлагается применить спектрально-сеточный метод. Перейдем к
изложению алгоритма спектрально-сеточного метода для численного моделирования
задачи (1)-(2). Для этого в интервале интегрирования введем сетку 𝜂0 < 𝜂1 < · · · <
𝜂𝑁 = 𝜂𝑙 и получим 𝑁 различных элементов:

[𝜂0, 𝜂1], [𝜂1, 𝜂2], · · · , [𝜂𝑗, 𝜂𝑗+1], · · · , [𝜂𝑁−1,𝜂𝑁 ], 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑁 − 1.

Дифференциальное уравнение (1) на каждом из этих элементов принимает вид

𝜀
𝑑4𝑢𝑗
𝑑𝜂4

− 2
𝑑2𝑢𝑗
𝑑𝜂2

+ 𝑢𝑗(𝜂) = 𝑓𝑗(𝜂), 𝑗=1, 2, . . . ,𝑁, (3)

граничные условия (2) записываются в точках 𝜂0 и 𝜂𝑁 :

𝑢(𝜂0) =
𝑑𝑢

𝑑𝜂
(𝜂0) = 0, u(𝜂𝑁) =

𝑑𝑢

𝑑𝜂
(𝜂𝑁) = 0, (4)

вo внутренних узлах сетки потребуем непрерывность решения уравнения (3) и его
производных до третьего порядка. Эти условия имеют следующий вид:

𝑢
(𝑡)
𝑗 (𝜂𝑗) = 𝑢

(𝑡)
𝑗+1(𝜂𝑗), 𝑡 = 0, 1, 2, 3; 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑁 − 1, (5)

где 𝑡 – указывает порядок производной.
Решение задачи (3)-(5) ищем в виде ряда по полиномам Чебышева первого ро-

да. Для этого каждый элемент сетки [𝜂𝑗−1, 𝜂𝑗] отображаем на интервал с помощью
следующей замены независимой переменной:

𝜂 =
𝑚𝑗

2
+
𝑙𝑗
2
𝑦, 𝑚𝑗 = 𝜂𝑗 + 𝜂𝑗−1, 𝑙𝑗 = 𝜂𝑗 − 𝜂𝑗−1, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑁, (6)

где через 𝑙𝑗 обозначена длина 𝑗 – го элемента сетки. После выполнения преобразова-
ния (6) уравнения (3) принимают следующий вид:

𝜀 ·
(︂
𝑙𝑗
2

)︂4
𝑑4𝑢𝑗
𝑑𝑦4

− 1

2
·
(︂
𝑙𝑗
2

)︂2
𝑑2𝑢𝑗
𝑑𝑦2

+ 𝑢𝑗 (𝜂) = 𝑓𝑗 (𝜂) , 𝑗 = 1, 2, . . . 𝑁. (7)

Из условий (4)-(5) имеем:

𝑢1(−1) =
𝑑𝑢1
𝑑𝑦

(−1) = 0, 𝑢𝑁(+1) =
𝑑𝑢𝑁
𝑑𝑦

(+1) = 0,(︂
𝑙𝑗
2

)︂𝑡
𝑑

𝑑𝑦
𝑢
(𝑡)
𝑗 (+1) =

(︂
𝑙𝑗+1

2

)︂𝑡

𝑢
(𝑡)
𝑗+1(−1),

𝑡 = 0, 1, 2, 3; 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑁 − 1.

(8)

Приближенное решение и правая часть задачи (7)-(8) на каждом из элементов сетки
ищем в виде:

𝑢(𝑗)𝑎 (𝑦) =

𝑝𝑗∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛(𝑗)𝑇𝑛(𝑦),

𝑓𝑗

(︁
𝑦
(𝑗)
𝑙

)︁
=

𝑝𝑗∑︁
𝑛=0

𝑏(𝑗)𝑛 𝑇𝑛(𝑦
(𝑗)
𝑙 ), 𝑦

(𝑗)
𝑙 =

𝑚𝑗

2
+
𝑙𝑗
2
𝑦
(𝑗)
𝑙 ,

(9)
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где 𝑦𝑙(𝑗) = cos 𝜋𝑙
𝑝𝑗
, 𝑙 = 0, 1, ..., 𝑝𝑗; 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑁, где 𝑇𝑛(𝑦) – полиномы Чебышева пер-

вого рода, 𝑦(𝑗)𝑙 – их узлы, а 𝑝𝑗 – количество полиномов, используемых для аппрокси-
мации решения на 𝑗 – м элементе сетки, 𝑎𝑛(𝑗) – неизвестные коэффициенты разло-
жения, 𝑢(𝑗)𝑎 (𝑦) = 𝑢

(𝑗)
𝑎𝑝𝑝𝑜𝑥𝑖𝑚𝑎𝑡𝑒(𝑦). Коэффициенты разложения 𝑏(𝑗)𝑛 для правой части 𝑓𝑗 в

(9) определяются следующим обратным преобразованием [20]:

𝑏(𝑗)𝑛 =
2

𝑝𝑗𝑐𝑛

𝑝𝑗∑︁
𝑙=0

1

𝑐𝑙
𝑓𝑗

(︁
𝑦
(𝑗)
𝑙

)︁
𝑇𝑛(𝑦𝑙

(𝑗)),

𝑛 = 0, 1, 2, ..., 𝑝𝑗,

𝑐0 = 𝑐𝑝𝑗 = 2, 𝑐𝑚 = 1 при 𝑚 ̸= 0, 𝑝𝑗, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑁 ;𝑀 =
𝑁∑︀
𝑗=1

(𝑝𝑗 + 1) – общее число

аппроксимирующих полиномов Чебышева первого рода. Производные различного
порядка от приближенного решения (9) вычисляются по следующим формулам:

𝑢(𝑗)𝑎 (𝑦) =

𝑝𝑗∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛(𝑗)𝑇𝑛(𝑦),

𝑢(1)𝑎 (𝑦) =

𝑝𝑗∑︁
𝑛=0

𝑎(1)𝑛 𝑇𝑛(𝑦),

𝑎(1)𝑛 =
2

𝑐𝑛

𝑝𝑗∑︁
𝑞=𝑛+1
𝑞+𝑛≡1( mod 2)

𝑞𝑎𝑞, 𝑛 > 0,

𝑢(2)𝑎 (𝑦) =

𝑝𝑗∑︁
𝑛=0

𝑎(2)𝑛 𝑇𝑛(𝑦),

𝑎(2)𝑛 =
2

𝑐𝑛

𝑝𝑗∑︁
𝑞=𝑛+2
𝑞≡𝑛( mod 2)

𝑞(𝑞2 − 𝑛2)𝑎𝑞, 𝑛 > 0,

𝑢(3)𝑎 (𝑦) =

𝑝𝑗∑︁
𝑛=0

𝑎(3)𝑛 𝑇𝑛(𝑦),

𝑎(3)𝑛 =
1

4𝑐𝑛

𝑝𝑗∑︁
𝑞=𝑛+3
𝑞+𝑛≡1( mod 2)

𝑞
[︁(︀
𝑞2 − 1

)︀2 − 2
(︀
𝑞2 + 1

)︀
𝑛2 + 𝑛4

]︁
𝑎𝑞, 𝑛 > 0,

𝑢(4)𝑎 (𝑦) =

𝑝𝑗∑︁
𝑛=0

𝑎(4)𝑛 𝑇𝑛(𝑦),

𝑎(4)𝑛 =
1

24𝑐𝑛

𝑝𝑗∑︁
𝑞=𝑛+4
𝑞≡𝑛( mod 2)

𝑞
[︁
𝑞2
(︀
𝑞2 − 4

)︀2 − 3𝑛2𝑞4 + 3𝑛4𝑞2 − 𝑛2
(︀
𝑛2 − 4

)︀2]︁
𝑎𝑞,

𝑛 > 0.

Подставляя ряды (9) в уравнению (7)-(8) и приравнивая коэффициенты при одина-
ковых степенях полиномов имеем систему алгебраических уравнений
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𝐴𝑥 = 𝑏,

где 𝑥𝑇 = (𝑎
(1)
0 , 𝑎

(1)
1 , . . . 𝑎

(1)
𝑝1 , 𝑎

(2)
0 , 𝑎

(2)
1 , . . . , 𝑎

(2)
𝑝2 , . . . , 𝑎

(𝑁)
0 , 𝑎

(𝑁)
1 , . . . 𝑎

(𝑁)
𝑝𝑁 ), здесь через 𝑥𝑇 обо-

значен транспонированный вектор 𝑥

4 Обсуждение результатов
Дифференциальная задача (1)-(2) решена спектральным (𝑁 = 1) и спектрально-

сеточным методом (𝑁 ̸= 1) при различных значениях малого параметра 𝜀 = 10−3 ÷
10−9 и в случае, когда общее количество полиномов 𝑀 = 20; 40.

В табл.1 приведены результаты расчётов по вычислению максимальных абсолют-
ных погрешностей Δ = max

06𝑙6𝑝𝑗

⃒⃒⃒
𝑢
(𝑡)
𝑒 − 𝑢

(𝑡)
𝑎

⃒⃒⃒
, 𝑡 = 0, 1, 2, 3, 4, 𝑗 = 1, 2, 3, ..., 𝑁 в коллокаци-

онных узлах полиномов Чебышева первого рода

𝑦
(𝑗)
𝑙 = cos

(︂
𝜋𝑙

𝑝𝑗

)︂
, 𝑙 = 0, 1, . . . , 𝑝𝑗, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑁.

Численные расчёты проведены в фиксированном общем числе полиномов 𝑀 =
= 20, в случае когда число элементов сетки в спектрально- сеточном методе состоит
из двух и четырёх элементов, т.е.

𝑝𝑗 + 1 = 10(𝑗 = 1, 2), 𝑝𝑗 + 1 = 5(𝑗 = 1, 2, 3, 4).

Таблица 1. Максимальные абсолютные погрешности для решения и её
производных
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Из численных результатов приведённых в таблице 1, видно, что с уменьшени-
ем значения малого параметра 𝜀, точность вычисления старших производных в
спектрально-сеточном методе (𝑁 ̸= 1) значительно лучше по сравнению со спек-
тральным методом (𝑁 = 1).

В таблице 2 приведены результаты расчётов, когда общее число полиномов в два
раза больше, чем в таблице 1, т.е. 𝑀 = 40, а число элементов сетки увеличено до 8,
т.е. рассматриваются случаи 𝑝𝑗 + 1 = 20(𝑗 = 1, 2); 𝑝𝑗 + 1 = 10(𝑗 = 1, 2, 3, 4); 𝑝𝑗 + 1 =
= 5(𝑗 = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8).

Таблица 2. Максимальные абсолютные погрешности для решения и её
производных

Из результатов приведенных в табл. 2 видно, что увеличение общего количе-
ства аппроксимирующих полиномов Чебышева M и числа элементов сетки N в
спектрально-сеточном методе приводит к существенному улучшению точности как
для решения, так и ее производных различного порядка.

Результаты табл. 1-2 показывают, что применение спектрально-сеточного метода
для численного моделирования задачи (1)-(2) приводит к уменьшению максималь-
ных абсолютных погрешностей с скоростью геометрической прогрессии.

5 Заключение
Численное моделирование краевой задачи для неоднородного дифференциально-

го уравнения четвёртого порядка с малым параметром при старшей производной
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спектрально-сеточным методом позволяет вычислить приближенное решение и ее
производные до четвёртого порядка с достаточно высокой точностью при умеренных
значениях малого параметра, при сравнительно небольших количествах аппроксими-
рующих полиномов Чебышева и элементов сетки, которое обеспечивает эффектив-
ность применяемого метода.
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This paper presents a highly accurate and efficient spectral-grid method for the nu-
merical solution of a boundary value problem for a fourth-order ordinary differential
equation with a small parameter at the highest derivative. The method is based on
Chebyshev polynomials of the first kind and involves partitioning the integration interval
into multiple subintervals, ensuring the continuity of the solution and its derivatives up
to the third order across the subintervals. This is particularly important in the pres-
ence of boundary layers that arise due to the small parameter at the highest derivative,
rendering the problem singularly perturbed. An analysis of the method’s accuracy and
stability is carried out at various levels of grid subdivision and numbers of approximating
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polynomials. Numerical experiments are presented, demonstrating high precision in the
computation of both the solution and its derivatives up to the fourth order, even for
very small values of the parameter 𝜀 (down to 10−9). The results show that increasing
the number of grid elements and Chebyshev polynomials leads to a geometric reduc-
tion in absolute errors, confirming the convergence of the proposed approach. Thus, the
proposed spectral-grid method is not only computationally efficient but also sufficiently
robust and flexible for solving a wide range of problems involving singularly perturbed
high-order differential equations.
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