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1 Введение
Обычно, задачи исследования напряженно-деформированного состояния (НДС)

конструкций из анизотропных (композиционных) материалов, сводится к краевым
задачам относительно перемещений. При этом, необходимые деформации и напря-
жения определяются по известным перемещениям.

Формулировка краевых задач относительно напряжений и деформаций с целью
исследования НДС конструкций является актуальной задачей прикладной матема-
тики и математического моделирования и механики, и является объектом исследо-
ваний многочисленных научных работ [1, 2]. Среди них можно отметить работы Б.Е.
Победри [13, 16], где предложена новая постановка краевой задачи теории упруго-
сти в напряжениях. В частном случае, из новой постановки следует классические
уравнения Бельтрами Митчелла. Работы Дмитриевского и Муравлевой посвящены
также исследованию новой краевой задачи Победри в напряжениях. Динамические
краевые задачи относительно напряжений рассмотрены в работах Коновалова [15].

Формулировка краевой задачи относительно деформаций является малоизучен-
ной областью механики деформируемого твердого тела. Уравнения совместности
деформаций, в рамках уравнений совместности деформаций Сен-Венана [7] могут
быть записаны в виде системы шести дифференциальных уравнений относительно
деформаций [25, 26]. Эти уравнения в сочетании с тремя уравнениями равновесия и
граничных условий составляют краевую задачу теории упругости в деформациях.
Задача в новой постановке относительно деформаций также рассмотрена в работе
Победри [13, 16]. Таким образом, формулировка и решение краевых задач теории
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упругости относительно деформаций является важной и актуальной задачей меха-
ники деформируемого твердого тела.

Настоящая работа посвящена обобщению дифференциальных уравнений совмест-
ности деформаций для анизотропных тел. Формулировке краевых задач теории упру-
гости анизотропных тел в деформациях, и обоснованию их достоверности на основе
решения численных примеров и сравнением с известными результатамы.

2 Основные уравнения плоских задач для изотропных тел
Обычно, краевая задача теории упругости в случае плоского напряженного состо-

яния (𝜎𝑧𝑧 = 𝜎𝑧𝑦 = 𝜎𝑧𝑥 = 0) состоит из двух уравнений равновесия и одного условия
совместности деформаций [4, 20] т.е.

𝜕𝜎𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝜎𝑥𝑦
𝜕𝑦

= 0, (1)

𝜕𝜎𝑥𝑦
𝜕𝑥

+
𝜕𝜎𝑦
𝜕𝑦

= 0, (2)

𝜕2𝜀𝑥
𝜕𝑦2

+
𝜕2𝜀𝑦
𝜕𝑥2

= 2
𝜕2𝜀𝑥𝑦
𝜕𝑥𝜕𝑦

. (3)

Используя закон Гука для плоских задач [13]

𝜀𝑥 =
1

𝐸1

𝜎𝑥 −
𝜈1
𝐸
𝜎𝑦,

𝜀𝑦 =
1

𝐸1
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𝐸
𝜎𝑥,

𝜀𝑥𝑦 =
1

2𝜇
𝜎𝑥𝑦,

(4)

где

𝐸1 =

{︂
𝐸

1−𝜈2
состояние плоской деформации

𝐸 плоское напряженное состояние
𝜈1 =

{︂
𝜈

1−𝜈
с.п.д.

𝜈 п.н.с.

и, уравнения равновесия (1)-(2), условие совместности деформаций (3) может быть
записано в виде известного гармонического уравнения

∇2(𝜎𝑥 + 𝜎𝑦) = 0 (5)

или в следующем виде относительно напряжений

𝜕2𝜎𝑥
𝜕𝑦2

+
𝜕2𝜎𝑦
𝜕𝑥2

= 2
𝜕2𝜎𝑥𝑦
𝜕𝑥𝜕𝑦

. (6)

Действительно, подставляя закон Гука (4) в (3) т.е.

1
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(7)

и, c учетом следующих соотношений, найденных из уравнений равновесия
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𝜕𝑥𝜕𝑦

= −𝜕
2𝜎𝑦
𝜕𝑦2
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правую часть уравнения (7) можно преобразовать следующим образом т.е.

2(1 + 𝜈)

𝐸

𝜕2𝜎𝑥𝑦
𝜕𝑥𝜕𝑦

=
2

𝐸

𝜕2𝜎𝑥𝑦
𝜕𝑥𝜕𝑦

− 𝜈

𝐸
(
𝜕2𝜎𝑥
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝜎𝑦
𝜕𝑦2

). (9)

Тогда, подставляя (9) в (7), можно найти искомое выражение (6). Заметим, что
соотношение (6) имеет ту же форму, как уравнение совместности деформаций (3) и
независят от упругих констант материала.

Дифференцируя уравнение (1) по , и учитывая (6) его можно записать в следу-
ющей форме

∇2𝜎11 +
𝜕2(𝜎11 + 𝜎22)

𝜕𝑥2
= −2

𝜕𝑋1

𝜕𝑥
. (10)

Аналогично, уравнение (2) можно представит в следующем виде

∇2𝜎22 +
𝜕2(𝜎11 + 𝜎22)

𝜕𝑦2
= −2

𝜕𝑋2

𝜕𝑦
. (11)

Складывая продифференцированные уравнения равновесия (1) и (2) по 𝑥 и 𝑦,
соответственно, можно найти следующее уравнение

∇2𝜎12 +
𝜕2(𝜎11 + 𝜎22)

𝜕𝑥𝜕𝑦
= −(

𝜕𝑋1

𝜕𝑦
+
𝜕𝑋2

𝜕𝑥
). (12)

Заметим, что сложением двух уравнений (10) и (11), при отсутствии объемных
сил, может быть найдено гармоническое уравнение (5).

2.1 Плоская задача в напряжениях: задача А
При отсутствии объемных сил, сумма уравнений (10)-(11) эквивалентны уравне-

нию (5), решение которого обычно, сводится к решению бигармонического уравнения
относительно функции напряжений Эри. При формулировке плоских краевых задач
теории упругости удобно использовать уравнение (12) в сочетании с двумя уравнени-
ями равновесия, которые составляют краевую задачу непосредственно относительно
трех компонентов напряжений (задача А) т.е.

𝜕𝜎11
𝜕𝑥

+
𝜕𝜎12
𝜕𝑦

+𝑋1 = 0,

𝜕𝜎21
𝜕𝑥

+
𝜕𝜎22
𝜕𝑦

+𝑋2 = 0,

∇2𝜎12 +
𝜕2(𝜎11 + 𝜎22)

𝜕𝑥𝜕𝑦
= −(

𝜕𝑋1

𝜕𝑦
+
𝜕𝑋2

𝜕𝑥
)

(13)

с граничными условиями
(𝜎11𝑛1 + 𝜎12𝑛2)| Γ = 𝑆1,

(𝜎21𝑛1 + 𝜎22𝑛2)| Γ = 𝑆2

(14)

и с дополнительными граничными условиями определенных на основе уравнения
равновесия на границе области т.е.

(
𝜕𝜎11
𝜕𝑥

+
𝜕𝜎12
𝜕𝑦

+𝑋1)

⃒⃒⃒⃒
Γ

= 0 ,

(
𝜕𝜎21
𝜕𝑥

+
𝜕𝜎22
𝜕𝑦

+𝑋2)

⃒⃒⃒⃒
Γ

= 0.

(15)
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2.2 Плоская задача в деформациях для изотропных тел: задача В
Можно сформулировать краевую задачу относительно деформаций. Для чего,

соотношение (12) с помощью закон Гука

𝜎11 = (𝜆+ 2𝜇)𝜀11 + 𝜆𝜀22,

𝜎22 = 𝜆𝜀11 + (𝜆+ 2𝜇)𝜀22,

𝜎12 = 2𝜇𝜀12

(16)

можно выразить относительно деформаций.
Подставляя (16) в уравнение (12), можно найти дифференциальное уравнение

относительно деформаций [1, 3]

∇2𝜀12 +
𝜆+ 𝜇

𝜇

𝜕2𝜃

𝜕𝑥𝜕𝑦
= − 1

2𝜇
(
𝜕𝑋1

𝜕𝑦
+
𝜕𝑋2

𝜕𝑥
), 𝜃 = 𝜀11 + 𝜀22, (17)

которое совместно с двумя уравнениями равновесия записанных относительно де-
формаций, составляют плоскую задачу теории упругости относительно деформаций
𝜀11, 𝜀22, 𝜀12 [25, 26] т.е.

(𝜆+ 2𝜇)
𝜕𝜀11
𝜕𝑥

+ 𝜆
𝜕𝜀22
𝜕𝑥

+ 2𝜇
𝜕𝜀12
𝜕𝑦

= 0,

(𝜆+ 2𝜇)
𝜕𝜀22
𝜕𝑦

+ 𝜆
𝜕𝜀11
𝜕𝑦

+ 2𝜇
𝜕𝜀21
𝜕𝑥

= 0,

𝜇(
𝜕2𝜀12
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝜀12
𝜕𝑦2

) + (𝜆+ 𝜇)(
𝜕2𝜀11
𝜕𝑥𝜕𝑦

+
𝜕2𝜀22
𝜕𝑥𝜕𝑦

) = 0

(18)

с соответствующими граничными условиями

(𝜆(𝜀11 + 𝜀22) + 2𝜇𝜀11)𝑛1 + 2𝜇𝜀12𝑛2)|Γ = 𝑆1,

(2𝜇𝜀12𝑛1 + (𝜆(𝜀11 + 𝜀22) + 2𝜇𝜀22)𝑛2)|Γ = 𝑆2.
(19)

Для замкнутости краевой задачи (18-19), к ним следует добавить, уравнения рав-
новесия (1-2) в качестве граничных условий, т.е.[︂

(𝜆+ 2𝜇)
𝜕𝜀11
𝜕𝑥

+ 𝜆
𝜕𝜀22
𝜕𝑥

+ 2𝜇
𝜕𝜀12
𝜕𝑦

]︂
|Γ = 0,[︂

(𝜆+ 2𝜇)
𝜕𝜀22
𝜕𝑦

+ 𝜆
𝜕𝜀11
𝜕𝑦

+ 2𝜇
𝜕𝜀21
𝜕𝑥

]︂
|Γ = 0,

(20)

где Г границе заданной области. Таким образом, уравнения (18-20) представляют
плоскую краевую задачу теории упругости относительно деформаций (Задача В).

3 Дифференциальные уравнения деформаций для
ортотропных тел
Обычно, при формулировке плоских задач теории упругости в напряжениях и

деформациях, условие совместности Сен-Венана рассматривается совместно с дву-
мя уравнениями равновесия. Известно из литературы, что плоские задачи обычно
сводится к решению бигармонического уравнения относительно дополнительно вве-
денных функций напряжений. А формулировка краевых задач относительно дефор-
маций является мало изученной области математического моделирования. В преды-
дущем разделе было показано постановка краевой задачи в деформациях для изо-
тропных тел. Модельные уравнения для анизотропных также могут быть построены
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на основе уравнения (13). Уравнение (13) было получено с помощью уравнения рав-
новесия и условия совместности деформаций, и не зависит от свойства тела, и они
могут быть использованы для изотропных и анизотропных тел.

Поэтому с целью получения модельных уравнений для анизотропных тел, рас-
смотрим обобщенный закон Гука для ортотропных тел, который имеет следующий
вид [2, 7, 16]

𝜎11 = 𝐶1111𝜀11 + 𝐶1122𝜀22,

𝜎22 = 𝐶2211𝜀11 + 𝐶2222𝜀22,

𝜎12 = 2𝐶1212𝜀12.

(21)

Подставляя закон Гука в уравнение (17), можно найти следующее уравнение

2𝐶1212∇2𝜀12 + (𝐶1111 + 𝐶2211)
𝜕2𝜀11
𝜕𝑥𝜕𝑦

+ (𝐶2222 + 𝐶1122)
𝜕2𝜀22
𝜕𝑥𝜕𝑦

= −(
𝜕𝑋1

𝜕𝑦
+
𝜕𝑋2

𝜕𝑥
), (22)

где, 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙− тензор упругих постоянных для ортотропных тел, 𝑋𝑖−объемные силы.
Аналогично, подставляя (21) в продифференцированные уравнения равновесия

(1) и (2) по х и у соответственно, с учетом условия совместности (3) могут быть
найдены следующие уравнения

𝐶1111
𝜕2𝜀11
𝜕𝑥2

+ 𝐶1212
𝜕2𝜀11
𝜕𝑦2

+ (𝐶1122 + 𝐶1212)
𝜕2𝜀22
𝜕𝑥2

= −𝜕𝑋1

𝜕𝑥
, (23)

𝐶2222
𝜕2𝜀22
𝜕𝑦2

+ 𝐶1212
𝜕2𝜀22
𝜕𝑥2

+ (𝐶2211 + 𝐶1212)
𝜕2𝜀11
𝜕𝑦2

= −2
𝜕𝑋2

𝜕𝑦
. (24)

Уравнения (22-24) представляют собой уравнения типа Бельтрами-Мичелла от-
носительно деформаций для ортотропных тел. Связь между упругими постоянными
и техническими константамы имеют вид

𝐶1111 =
𝐸1

1− 𝜈12𝜈21
, 𝐶1122 =

𝐸1𝜈21
1− 𝜈12𝜈21

,

𝐶1212 = 𝐺12 =
𝐸1𝐸2

𝐸1 + 𝐸2(1 + 2𝜈12)
,

𝐶2211 =
𝐸2𝜈12

1− 𝜈12𝜈21
, 𝐶2222 =

𝐸2

1− 𝜈12𝜈21
,

(25)

где 𝐸1, 𝐸2−модули Юнга для ортотропных тел, 𝜈12, 𝜈21−постоянные Пуассона для
ортотропных тел, 𝐺12−модуль сдвига и между ними справедливо следующее условие
симметричности

𝜈12
𝐸1

=
𝜈21
𝐸2

.

Известно, что в случае изотропных тел эти постоянные имеют вид

𝐶1111 = 𝐶2222 = 𝜆+ 2𝜇, 𝐶1122 = 𝐶2211 = 𝜆, 𝐶1212 = 𝜇. (26)

С учетом (26) из уравнений (22-24) следуют известные дифференциальные урав-
нений совместности деформаций для изотропных тел [1, 20]:

∇2𝜀11 +
𝜆+ 𝜇

𝜇

𝜕2𝜃

𝜕𝑥𝜕𝑦
= − 1

2𝜇

𝜕𝑋1

𝜕𝑥
,

∇2𝜀22 +
𝜆+ 𝜇

𝜇

𝜕2𝜃

𝜕𝑥𝜕𝑦
= − 1

2𝜇

𝜕𝑋2

𝜕𝑦
,

∇2𝜀12 +
𝜆+ 𝜇

𝜇

𝜕2𝜃

𝜕𝑥𝜕𝑦
= − 1

2𝜇
(
𝜕𝑋1

𝜕𝑦
+
𝜕𝑋2

𝜕𝑥
).

(27)
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3.1 Плоская задача в деформациях для ортотропных тел

Следуя работам [17, 28], при формулировке двумерных краевых задач в деформа-
циях, аналогично уравнениям Бельтрами-Мичелла, достаточно рассмотреть третье
уравнение в сочетании с двумя уравнениями равновесия выраженных относительно
деформаций (Задача С) т.е.

𝐶1111
𝜕𝜀11
𝜕𝑥

+ 𝐶1122
𝜕𝜀22
𝜕𝑥

+ 2𝐶1212
𝜕𝜀12
𝜕𝑦

+𝑋1 = 0, (28)

𝐶2222
𝜕𝜀22
𝜕𝑦

+ 𝐶2211
𝜕𝜀11
𝜕𝑦

+ 2𝐶1212
𝜕2𝜀12
𝜕𝑥

+𝑋2 = 0, (29)

2𝐶1212∇2𝜀12 + (𝐶1111 + 𝐶2211)
𝜕2𝜀11
𝜕𝑥𝜕𝑦

+ (𝐶2222 + 𝐶1122)
𝜕2𝜀22
𝜕𝑥𝜕𝑦

= −(
𝜕𝑋1

𝜕𝑦
+
𝜕𝑋2

𝜕𝑥
). (30)

Заметим, что первые два получены из уравнений равновесия (1) и (2) с учетом
закона Гука (21).

Из соотношений (18) и (21) могут быть найдены граничные условия выраженные
относительно деформаций:

((𝐶1111𝜀11 + 𝐶1122𝜀22)𝑛1 + 2𝐶1212𝜀12𝑛2)|Γ = 𝑆1,

(2𝐶1212𝜀12𝑛1 + (𝐶2211𝜀11 + 𝐶2222𝜀22)𝑛2)|Γ = 𝑆2.
(31)

Для замкнутости краевой задачи (28-31), к ним следует добавить следующие до-
полнительные граничные условия на основе уравнений равновесия (1-2) т.е.[︂

𝐶1111
𝜕𝜀11
𝜕𝑥

+ 𝐶1122
𝜕𝜀22
𝜕𝑥

+ 2𝐶1212
𝜕𝜀12
𝜕𝑦

+𝑋1

]︂
|Γ = 0,[︂

𝐶2222
𝜕𝜀22
𝜕𝑦

+ 𝐶2211
𝜕𝜀11
𝜕𝑦

+ 2𝐶1212
𝜕𝜀21
𝜕𝑥

+𝑋2

]︂
|Γ = 0.

(32)

Таким образом, уравнения (28-32) представляют плоскую краевую задачу теории
упругости ортотропных тел в деформациях. Если в краевой задаче С, в качестве
уравнений (28) и (29) использовать следующие продифференцированные по х и у
уравнения равновесия т.е.

𝐶1111
𝜕2𝜀11
𝜕𝑥2

+ 𝐶1122
𝜕2𝜀22
𝜕𝑥2

+ 2𝐶1212
𝜕2𝜀12
𝜕𝑥𝜕𝑦

+
𝜕𝑋1

𝜕𝑥
= 0, (33)

𝐶2222
𝜕2𝜀22
𝜕𝑦2

+ 𝐶2211
𝜕2𝜀11
𝜕𝑦2

+ 2𝐶1212
𝜕2𝜀12
𝜕𝑥𝜕𝑦

+
𝜕𝑋2

𝜕𝑦
= 0, (34)

то получим другую краевую задачи в деформациях (задача Д).
Граничные условия для краевых задач С и Д имеют (31-32) рассмотрим для пря-

моугольной области. Пусть прямоугольник находится под действием растягивающих
усилий с двух сторон по оси 𝑌 , остальные стороны свободны от нагрузок т.е.

при 𝑥 = 0, 𝑙1 : 𝜎11|𝑥=0,𝑙1 = 0, 𝜎12|𝑥=0,𝑙1 = 0,

при 𝑦 = 0, 𝑙2 : 𝜎22|𝑦=0,𝑙2 = 𝜙, 𝜎21|𝑦=0,𝑙2 = 0.
(35)
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Тогда с помощью закона Гука ортотропных тел можно найти следующие выра-
жения для деформаций

𝜀22|𝑦=0 =
1

𝐸2

𝜎22,

𝜀12|𝑦=0 = 0,

𝜀22|𝑦=𝑙2 = − 1

𝐸2

𝜎22,

𝜀12|𝑦=𝑙2 = 0,

𝜀11|𝑥=0 = 0,

𝜀21|𝑥=0 = 0,

𝜀11|𝑥=𝑙1 = 0,

𝜀21|𝑥=𝑙1 = 0.

(36)

Дополнительные граничные условия (32) при 𝑦 = 0, 𝑙2 для 𝜀11 можно найти сле-
дующие граничные условия[︂

𝜕𝜀11
𝜕𝑦

]︂
|𝑦=0,𝑙2 = −

[︂
2𝐶1212

𝐶1122

𝜕𝜀21
𝜕𝑥

]︂
|𝑦=0,𝑙2 , (37)

заметим, что 𝜀22 в первом слагаемом граничного условия (32)2 при 𝑦 = 0, 𝑙2 не зависит
от аргумента 𝑦. Аналогично, при 𝑥 = 0, 𝑙1 из уравнения (32)1 для 𝜀22 можно найти
следующее условие

[︂
𝜕𝜀22
𝜕𝑥

]︂
|𝑥=0,𝑙1 = −

[︂
2𝐶1212

𝐶2211

𝜕𝜀12
𝜕𝑦

]︂
|𝑥=0,𝑙1 . (38)

4 Конечно-разностные уравнения и методы их решения

При выводе дифференциальных уравнений (28-29), уравнения равновесия были
использованы в продифференцированном виде относительно 𝑥 и 𝑦 аналогично. По-
этому, в краевой задаче С, использование продифференцированных уравнений рав-
новесия не вызывают сомнения.

Теперь переходим к численному решению краевой задачи (28-32). Для чего кра-
евую задачу рассмотрим в прямоугольнике 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑙1, 0 ⩽ 𝑦 ⩽ 𝑙2 и, проведём два
семейства параллельных прямых 𝑥𝑖 = 𝑖ℎ1(𝑖 = 0, 𝑛) , 𝑦𝑗 = 𝑗ℎ2 (𝑗 = 0, 𝑛),
где ℎ𝑘 = 𝑙𝑘/𝑁𝑘, 𝑘 = 1, 2, для построения сеточной области.

𝐶1111

𝜀11𝑖+1,𝑗 − 2𝜀11𝑖,𝑗 + 𝜀11𝑖−1,𝑗

ℎ21
+ 𝐶1122

𝜀22𝑖+1,𝑗 − 2𝜀22𝑖,𝑗 + 𝜀22𝑖−1,𝑗

ℎ21
+

𝐶1212

𝜀12𝑖+1,𝑗+1 − 𝜀12𝑖−1,𝑗+1 − 𝜀12𝑖+1,𝑗−1 + 𝜀12𝑖−1,𝑗−1

2ℎ1ℎ2
= 0,

𝐶2222

𝜀22𝑖,𝑗+1 − 2𝜀22𝑖,𝑗 + 𝜀22𝑖,𝑗−1

ℎ22
+ 𝐶2211

𝜀11𝑖,𝑗+1 − 2𝜀11𝑖,𝑗 + 𝜀11𝑖,𝑗−1

ℎ22
+

𝐶2121

𝜀12𝑖+1,𝑗+1 − 𝜀12𝑖−1,𝑗+1 − 𝜀12𝑖+1,𝑗−1 + 𝜀12𝑖−1,𝑗−1

2ℎ1ℎ2
= 0.

(39)
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Разрешая уравнения (39) относительно 𝜀11𝑖,𝑗, 𝜀
22
𝑖,𝑗 можно найти, что

𝜀11𝑖,𝑗 =

[︂
𝐶1111

𝜀11𝑖+1,𝑗 + 𝜀11𝑖−1,𝑗

ℎ21
+ 𝐶1122

𝜀22𝑖+1,𝑗 − 2𝜀22𝑖,𝑗 + 𝜀22𝑖−1,𝑗

ℎ21
+

+𝐶1212

𝜀12𝑖+1,𝑗+1 − 𝜀12𝑖−1,𝑗+1 − 𝜀12𝑖+1,𝑗−1 + 𝜀12𝑖−1,𝑗−1

2ℎ1ℎ2

]︂
/
2𝐶1111

ℎ21
,

𝜀22𝑖,𝑗 =

[︂
𝐶2222

𝜀22𝑖,𝑗+1 + 𝜀22𝑖,𝑗−1

ℎ22
+ 𝐶2211

𝜀11𝑖,𝑗+1 − 2𝜀11𝑖,𝑗 + 𝜀11𝑖,𝑗−1

ℎ22
+

+𝐶2121

𝜀12𝑖+1,𝑗+1 − 𝜀12𝑖−1,𝑗+1 − 𝜀12𝑖+1,𝑗−1 + 𝜀12𝑖−1,𝑗−1

2ℎ1ℎ2

]︂
/
2𝐶2222

ℎ22
.

(40)

В уравнении (30), заменяя производные с соответствующими разностными отно-
шениями получим следующее дискретное уравнение

2𝐶1212

𝜀12𝑖+1,𝑗 − 2𝜀12𝑖,𝑗 + 𝜀12𝑖−1,𝑗

ℎ21
+ (𝐶1111 + 𝐶1122)

𝜀11𝑖+1,𝑗+1 − 𝜀11𝑖+1,𝑗−1 − 𝜀11𝑖−1,𝑗+1 + 𝜀11𝑖+1,𝑗+1

4ℎ1ℎ2
+

+2𝐶1212

𝜀12𝑖,𝑗+1 − 2𝜀12𝑖,𝑗 + 𝜀12𝑖,𝑗−1

ℎ22
+ (𝐶2222 + 𝐶2211)

𝜀22𝑖+1,𝑗+1 − 𝜀22𝑖+1,𝑗−1 − 𝜀22𝑖−1,𝑗+1 + 𝜀22𝑖+1,𝑗+1

4ℎ1ℎ2
= 0.

(41)
Разрешая последнее уравнение относительно 𝜀12𝑖,𝑗 можно найти, что

𝜀12𝑖,𝑗 = (
𝐶1111 + 𝐶1122

2𝐶1212

𝜀11𝑖+1,𝑗+1 − 𝜀11𝑖+1,𝑗−1 − 𝜀11𝑖−1,𝑗+1 + 𝜀11𝑖+1,𝑗+1

4ℎ1ℎ2
+
𝜀12𝑖+1,𝑗 + 𝜀12𝑖−1,𝑗

ℎ21
+

+
𝜀12𝑖,𝑗+1 + 𝜀12𝑖,𝑗−1

ℎ22
+
𝐶2222 + 𝐶2211

2𝐶2121

𝜀22𝑖+1,𝑗+1 − 𝜀22𝑖+1,𝑗−1 − 𝜀22𝑖−1,𝑗+1 + 𝜀22𝑖+1,𝑗+1

4ℎ1ℎ2
)/(

2(ℎ21 + ℎ22)

ℎ21ℎ
2
2

).

(42)
Таким образом, нетрудно заметить, что конечно-разностных уравнений рекур-

рентного типа (40) и (42) позволяют найти искомые величины 𝜀11𝑖,𝑗, 𝜀
22
𝑖,𝑗 и 𝜀

12
𝑖,𝑗 на основе

следующего итерационного процесса [3]

𝜀𝑘+1
11𝑖,𝑗 =

[︃
𝐶1111

𝜀𝑘11𝑖+1,𝑗 + 𝜀𝑘11𝑖−1,𝑗

ℎ21
+ 𝐶1122

𝜀𝑘22𝑖+1,𝑗 − 2𝜀𝑘22𝑖,𝑗 + 𝜀𝑘22𝑖−1,𝑗

ℎ21
+

+𝐶1212

𝜀𝑘12𝑖+1,𝑗+1 − 𝜀𝑘12𝑖−1,𝑗+1 − 𝜀𝑘12𝑖+1,𝑗−1 + 𝜀𝑘12𝑖−1,𝑗−1

2ℎ1ℎ2

]︃
/
2𝐶1111

ℎ21
,

𝜀𝑘+1
22𝑖,𝑗 =

[︃
𝐶2222

𝜀𝑘22𝑖,𝑗+1 + 𝜀𝑘22𝑖,𝑗−1

ℎ22
+ 𝐶2211

𝜀𝑘11𝑖,𝑗+1 − 2𝜀𝑘11𝑖,𝑗 + 𝜀𝑘11𝑖,𝑗−1

ℎ22
+

+𝐶2121

𝜀𝑘12𝑖+1,𝑗+1 − 𝜀𝑘12𝑖−1,𝑗+1 − 𝜀𝑘12𝑖+1,𝑗−1 + 𝜀𝑘12𝑖−1,𝑗−1

2ℎ1ℎ2

]︃
/
2𝐶2222

ℎ22
,

𝜀𝑘+1
12𝑖,𝑗 = (

𝐶1111 + 𝐶1122

2𝐶1212

𝜀𝑘11𝑖+1,𝑗+1 − 𝜀𝑘11𝑖+1,𝑗−1 − 𝜀𝑘11𝑖−1,𝑗+1 + 𝜀𝑘11𝑖+1,𝑗+1

4ℎ1ℎ2
+

+
𝜀𝑘12𝑖+1,𝑗 + 𝜀𝑘12𝑖−1,𝑗

ℎ21
+
𝜀𝑘12𝑖,𝑗+1 + 𝜀𝑘12𝑖,𝑗−1

ℎ22
+

+
𝐶2222 + 𝐶2211

2𝐶2121

𝜀𝑘22𝑖+1,𝑗+1 − 𝜀𝑘22𝑖+1,𝑗−1 − 𝜀𝑘22𝑖−1,𝑗+1 + 𝜀𝑘22𝑖+1,𝑗+1

4ℎ1ℎ2
)/(

2(ℎ21 + ℎ22)

ℎ21ℎ
2
2

).

(43)
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где 𝑘 - количества итерации. Граничные условия имеют вид

𝜀22
(0)
𝑖0 =

1

𝐸2

𝜎22, 𝜀12
(0)
𝑖0 = 0,

𝜀22
(0)
𝑖𝑁2

= − 1

𝐸2

𝜎22, 𝜀12
(0)
𝑖𝑁2

= 0,
(44)

𝜀11
(0)
0𝑗 = 0, 𝜀21

(0)
0𝑗 = 0,

𝜀11
(0)
𝑁1𝑗

= 0, 𝜀21
(0)
𝑁1𝑗

= 0,
(45)

и дополнительные граничные условия для 𝜀(𝑘)
11
|𝑦=0,𝑙2 и 𝜀

(𝑘)
22
|𝑥=0,𝑙1находятся из уравне-

ний (37) и (38), и имеют вид:
при 𝑦 = 0 и 𝑦 = 𝑙2

𝜀11
(0)
𝑖0 = 𝜀11

(0)
𝑖1 +

𝐶1212ℎ2
𝐶1122

𝜀(0)
12 𝑖+1,0

− 𝜀(0)
12 𝑖−1,0

ℎ1
,

𝜀11
(0)
𝑖𝑁2

= 𝜀11
(0)
𝑖,𝑁2−1 −

𝐶1212ℎ2
𝐶1122

𝜀(0)
12 𝑖+1,𝑁2

− 𝜀(0)
12 𝑖−1,𝑁2

ℎ1
,

(46)

при 𝑥 = 0 и 𝑥 = 𝑙1

𝜀22
(0)
0,𝑗 = 𝜀22

(0)
1,𝑗 +

𝐶1212ℎ1
𝐶1122

𝜀120,𝑗+1 − 𝜀120,𝑗−1

ℎ2
,

𝜀22
(0)
𝑁1,𝑗

= 𝜀22
(0)
𝑁1−1,𝑗 −

𝐶1212ℎ1
𝐶1122

𝜀(0)
12 𝑁1,𝑗+1

− 𝜀(0)
12 𝑁1,𝑗−1

ℎ2
.

(47)

5 Тестовые задачи
Этот раздел посвящен обоснованию справедливости сформулированной краевой

задачи ортотропных тел в деформациях и предлагаемого численного метода реше-
ния конечно-разностных уравнений. Заметим, что так называемые дополнительные
граничные условия по сути являются уравнениями относительно искомых величин в
граничных узловых точках. Таким образом, уравнения, определенные во внутренних
точках и на границе заданной области, как система уравнений решаются методом по-
следовательных приближений. При нулевом приближении 𝑘 = 0 искомые величины
считаются тривиальными. На основе изложенной методики решены ряд двумерные
задачи для прямоугольной области с различными граничными условиями.

Пусть прямоугольная пластина размером (2𝑎, 2𝑏) находится под действием одно-
осной нагрузки параболической формы приложенных на противоположных сторонах
перпендикулярных оси . Остальные граны свободны от нагрузок т.е.

при 𝑥 = ±𝑎 : 𝜎11 = 𝑆0(1−
𝑦2

𝑎2
), 𝜎12 = 0, (48)

при 𝑦 = ±𝑏 : 𝜎22 = 0, 𝜎12 = 0. (49)

Исходные данные параметров имели следующие значения:

𝐶1111 = 𝐶2222 = 𝜆+ 2𝜇, 𝐶1122 = 𝐶2211 = 𝜆, 𝐶1212 = 𝜇,

𝜆 = 0.78, 𝜇 = 0.5, 𝑆 = 1, 𝑁1 = 𝑁2 = 10, 𝑎 = 1, 𝑏 = 1, ℎ = 0.2.
(50)
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Рис. 1 Растяжение прямоугольной пластины под действием силы параболической формы

Заметим, что для сравнения с известными результатами и обоснования справед-
ливости предложенных модельных уравнений ортотропных тел, упругие константы
которых (50), специально выбраны для изотропных тел [6].

В таблице 1 приведены численные значения компоненты тензора деформаций 𝜀11
полученные по соотношениям (43-47) согласно итерационному методу.

Таблица 1 Значения деформаций 𝜀11 по методу итерации для задачи С.

В таблице 2. приведены значения компоненты напряжений 𝜎11 вычисленные со-
гласно закону Гука по численным значениям деформаций 𝜀11𝑖𝑗 , 𝜀
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𝑖𝑗 полученных по

решению задачи (43-47).

Таблица 2 Значения напряжения 𝜎11 для задачи С.

В таблицах 3 и 4 для сравнения, приведены значения компонентов тензора на-
пряжений 𝜎11 и деформаций 𝜀11 согласно работе Тимошенко-Гудьера [6].
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Таблица 3 Таблица 3. Значения напряжений 𝜎11 по Тимошенко-Гудьера [6]

Таблица 4 Значения деформаций 𝜀11 по Тимошенко-Гудьера [6].

Сравнения напряжений 𝜎11 (таблицах 2 и 3) и деформаций 𝜀11 (таблицах 1 и 4)
показывают, что численные результаты очень близки, чем обеспечивается справед-
ливость сформулированных краевых задач для ортотропных тел, а также достовер-
ность полученных численных результатов. При решении задачи С потребовалось 73
итераций.

6 Заключение
В работе, дано обобщение дифференциальные уравнений деформаций для анизо-

тропных тел. В изотропном случае, из которых следуют известные дифференциаль-
ные уравнения совместности деформаций. Сформулирована краевая задача в дефор-
мациях для ортотропных тел. Для обеспечения замкнутости краевой задачи уравне-
ния равновесия, выраженные относительно деформаций рассмотрены в качестве гра-
ничных условий. Дискретный аналог краевой задачи составлен конечно-разностным
методом. Конечно-разностные уравнения записаны в разрешенном относительно ис-
комых величин во внутренних и граничных узловых точках форме и решены ите-
рационным методом. Достоверность результатов обеспечена сравнением численных
результатов с известными решениями задачи о растяжении пластины с параболиче-
ской нагрузкой.
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