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В статье с помощью программного комплекса ABMVAFracSim, разработанного
на языке программирования Python, исследуется дробная колебательная система
Ван дер Поля-Эйри. Дробный осциллятор Ван дер Поля-Эйри представляет со-
бой нелинейное дифференциальным уравнением с производными дробных поряд-
ков, которые понимаются в смысле Герасимова-Капуто. В программном комплек-
се был реализован численный алгоритм Адамса-Башфорта-Мултона из семейства
предиктор-корректор для исследования дробного осциллятора Ван дер Поля-Эйри.
Также реализована возможность проводить визуализацию результатов моделирова-
ния – строить осциллограммы и фазовые траектории, а также их сохранять для
последующего анализа. Результаты моделирования также можно сохранять в тек-
товые файлы. В работе проводится исследование динамических режимов дробного
осциллятора Ван дер Поля-Эйри, строятся осциллограммы и фазовые траектории
при различных значениях управляющих параметров. Описана работа программного
комплекса ABMVAFracSim
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1 Введение
В настоящее время широкое развитие получило направление динамики - дроб-

ная динамика [1–3]. Дробные динамические системы – динамические системы, ко-
торые описывают эффекты наследственности с помощью математического аппрата
дробного исчисления [4, 5]. Эффекты наследственности определются способностью
рассматриваемой системы хранить информацию о своих состояниях (предыстория).
Наследственность характерна, например, для вязкоупругих и пластичных сред [8]

В настоящей статье было продолжено исследование нелинейной колебательной
система Ван дер Поля-Эйри с эффектами наследственности.

Первые работы по исследованию дробного осциллятора Ван дер Поля-Эйри были
произведены в статьях авторов [9, 10]. Особенностью этой колебательной системы за-
ключается в наличии в модельном уравнении нелинейного трения, характерного для
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релаксационных колебаний осциллятора Ван дер Поля [6], линейной зависимости ча-
стоты собственных колебаний от времени, характерной для колебаний с плохо зату-
хающей амплитудой в осцилляторе Эйри [7], а также в учете эффектов наследствен-
ности. В работах [9, 10] был предложен численный алгоритм на основе нелокальной
явной конечно-разностной схемы первого порядка точности. Далее с помощью метода
двойного пересчета получены оценки вычислительной точности метода, которые со-
ответвовали теоретическому значению. С помощью численного алгоритма, который
был реализован в среде Maple2021 при различных значениях параметров модель-
ного уравнения, были построены осциллограммы и фазовые траектории. Показано,
что несмотря на наличие эффектов памяти, система может обладать предельными
циклами. Также показано, что эти предельные циклы могут быть неустойчивыми.

Целью настоящей работы является дальнейшее продолжение исследования осцил-
лограмм и фазовых траекторий дробного осциллятора Ван дер Поля-Эйри при раз-
личных значениях его параметров, а также построения изучении бифуркационных
диаграмм - зависимости его решения от значений порядков дробных производных.
В настоящей работе с помощью численного алгоритма Адамса-Башфорта-Мултона
проводится анализ модели Ван дер Поля-Эйри. Алгоритм был реализован в сре-
де PyCharm 2024.2.1 на языке программирования Python [11] в виде программного
комплекса ABMVAFracSim, который также позволяет проводить визуализацию, со-
хранять результаты моделирования и графики.

2 Постановка задачи
Рассмотрим следующую задачу Коши:

𝜕𝛼0𝑡𝑥 (𝑡) + 𝜆
(︀
𝑎𝑥2 (𝑡)− 𝑏

)︀
𝜕𝛽0𝑡𝑥 (𝑡) + 𝑐𝑡𝑥 (𝑡) = 𝛿 cos𝜙𝑡,

𝑥 (0) = 𝑥0, 𝑥̇ (0) = 𝑦0,
(1)

где 𝑥 (𝑡) ∈ 𝐶2 [0, 𝑇 ] – функция смещения; 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] – текущее время процесса;
𝑇 > 0 – время моделирования; 𝜆 – коэффициент трения, 𝑎, 𝑏, 𝑐 – заданные поло-
жительные константы; 𝛿 и 𝜙 – заданные положительные константы, которые опре-
деляют амплитуду и частоту внешнего воздействия; 𝑥0, 𝑦0 – заданные константы,
которые определяют начальные условия. Производные дробных порядков 1 < 𝛼 < 2
и 0 < 𝛽 < 1 понимаются в смысле Герасимова-Капуто [12, 13]:

𝜕𝛼0𝑡𝑥 (𝑡) =
1

Γ (2-𝛼)

𝑡∫︁
0

𝑥̈ (𝜏) 𝑑𝜏

(𝑡− 𝜏)𝛼−1 , 𝜕
𝛽
0𝑡𝑥 (𝑡) =

1
Γ (1-𝛽)

𝑡∫︁
0

𝑥̇ (𝜏) 𝑑𝜏

(𝑡− 𝜏)𝛽
,

где Γ (·) — гамма-функция Эйлера.
Определение 1. Задачу Коши (1) будем называть дробным осциллятором Ван дер
Поля-Эйри.

Замечание 1. Дробный осциллятор Ван дер Поля-Эйри описывает автоколеба-
тельный режим с учетом наследственности и медленно меняющейся амплитды в
условиях вынужденных колебаний.

Замечание 2. Необходимо отметить, что если в модельном уравнении (1) поло-
жить 𝑎 = 𝛿 = 0, 𝑏 = −1, 𝑐 = 1, то мы получаем уравнение дробного осциллятора
Эйри, которое было рассмотрено в статьях одного из авторов [14, 15]. Если в уравне-
нии (1) принять 𝑐 = 1, 𝛿 = 0, то мы приходим к результатам из статей авторов [9, 10].
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Если 𝛼 = 2, 𝛽 = 1, то мы получаем классическое модельное уравнение Ван дер Поля-
Эйри, которое также слабо изучено.

Укажем некоторые особенности, рассматриваемого осциллятора (1). Наличие
нелинейного трения, характерного для осциллятора Ван дер Поля приводит к ре-
лаксационным колебаниям или автоколебаниям, которые на фазовой плоскости со-
ответствуют предельным циклам. Релаксационные колебания Ван дер Поля находят
свое приложение в биологии [16] в сейсмологии [17] и других науках.

Осциллятор Эйри обладает следующими особенностями: при отрицательных вре-
менах (𝑡→ −∞) существует апериодический режим и происходит экспоненциальное
затухание, а при положительных (𝑡 → +∞) – наблюдаются колебания с медленно
возрастающей амплитудой. Так как время в задаче Коши (1) положительно, то апе-
риодических режимы будут отсутствовать. Осциллятор Эйри применяется в опти-
ке, например, вблизи монохроматических каустик наблюдаются интерференционные
полосы, интенсивность, которых описывается функциями Эйри, в лазерной оптике
известны также пучки Эйри [18].

Дробный осциллятор Ван дер Поля и дробный осциллятор Эйри рассматривались
независимо друг от друга в статьях [14, 15, 19]. В силу того, что осциллятор Ван дер
Поля относится к осцилляторам автоколебательного типа Льенара [20] и не смотря
на наличие дробных производных, здесь могут существовать предельные циклы.

3 Методика решения
В работе мы будем использовать метод Адамса-Башфорта-Мултона, которой яв-

ляется более точным, чем явная конечно-разностная схема [10].{︃
𝜕𝛽1

0𝑡 𝑥 (𝑡) = 𝑦 (𝑡) , 0 < 𝛽1 < 1,

𝜕𝛽2

0𝑡 𝑦 (𝑡) = −𝜆
(︀
𝑎𝑥 (𝑡)2 − 𝑏

)︀
𝑦 (𝑡)− 𝑐𝑡𝑥 (𝑡) + 𝛿 cos (𝜙𝑡) , 0 < 𝛽2 < 1,

(2)

где 𝛽1 = 𝛽, 𝛽2 = 𝛼− 𝛽, причем | {𝛼} − {𝛽} | 6 1, {} – дробная часть числа.
Далее на равномерной расчетной сетке вводим сеточные функции 𝑥𝑝𝑘+1 и 𝑦𝑝𝑘+1 c

учетом (2), которые можно получить по формуле Адамса-Башфорта или предиктора:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑥𝑝𝑘+1 = 𝑥0 +

𝜏𝛽1

Γ (𝛽1 + 1)

𝑘∑︀
𝑗=0

𝜃1𝑗,𝑘+1𝑦𝑗,

𝑦𝑝𝑘+1 = 𝑦0 +
𝜏𝛽2

Γ (𝛽2 + 1)

𝑘∑︀
𝑗=0

𝜃2𝑗,𝑘+1

(︀
−𝜆
(︀
𝑎𝑥2𝑗 − 𝑏

)︀
𝑦𝑗 − 𝑐𝑗𝜏𝑥𝑗 + 𝛿 cos (𝜙𝑗𝜏)

)︀
,

𝜃𝑖𝑗,𝑘+1 = (𝑘 − 𝑗 + 1)𝛼𝑖 − (𝑘 − 𝑗)𝛼𝑖 , 𝑖 = 1, 2.

(3)

Для корректора (формула Адамса-Моултона) получим:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥𝑘+1 = 𝑥0 +𝐾1

(︃
𝑦𝑝𝑘+1 +

𝑘∑︁
𝑗=0

𝜌1𝑗,𝑘+1𝑦𝑗

)︃
,

𝑦𝑘+1 = 𝑦0 +𝐾2

(︀
−𝜆
(︀
𝑎𝑥2𝑘+1 − 𝑏

)︀
𝑦𝑘+1 − 𝑐(𝑘 + 1)𝜏𝑥𝑘+1 + 𝛿 cos (𝜙(𝑘 + 1)𝜏)

)︀
+

+𝐾2

𝑘∑︁
𝑗=0

𝜌2𝑗,𝑘+1

(︀
−𝜆
(︀
𝑎𝑥2𝑗 − 𝑏

)︀
𝑦𝑗 − 𝑐𝑗𝜏𝑥𝑗 + 𝛿 cos (𝜙𝑗𝜏)

)︀
,

(4)
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где 𝐾1 =
𝜏𝛽1

Γ (𝛽1 + 2)
, 𝐾2 =

𝜏𝛽2

Γ (𝛽2 + 2)
, а весовые коэффициенты в (4) определяются по

формуле:

𝜌𝑖𝑗,𝑘+1 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑘𝛽𝑖+1 − (𝑘 − 𝛽𝑖) (𝑘 + 1)𝛽𝑖 , 𝑗 = 0,

(𝑘 − 𝑗 + 2)𝛽𝑖+1 + (𝑘 − 𝑗)𝛽𝑖+1-2(𝑘 − 𝑗 + 1)𝛽𝑖+1, 1 6 𝑗 6 𝑘,

1, 𝑗 = 𝑘 + 1,
𝑖 = 1, 2.

Для метода АБМ известно [21], что если 𝜕𝛽𝑖
0𝑡𝑥𝑖 (𝑡) ∈ 𝐶2 [0, 𝑇 ], тогда

max
16𝑗6𝑘

|𝑥𝑖 (𝑡𝑗)− 𝑥𝑖,𝑗| = 𝑂
(︁
𝜏
1+min

𝑖
𝛽𝑖
)︁
, (5)

где 𝑥1 = 𝑥 (𝑡) , 𝑥2 = 𝑦 (𝑡) , 𝑖 = 1, 2.

4 Программный комплекс ABMVAFracSim
Алгоритм Адамса-Башфорта-Мултона (3) и (4) был реализован в среде PyCharm

2014.1 на языке PyCharm в виде программного комплекса ABMVAFracSim [11].
На рис. 1 приведен его интерфейс и пример работы.

Рис. 1 Интерфейс программного комплекса ABMVAFracSim

Пользователь вводит значения параметров модели (1) в соответствующие поля.
Далее выбирает в меню Simulation пункт Run Simulation ABM (рис. 2).
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Рис. 2 Интерфейс программного комплекса ABMVAFracSim

Далее производится расчет по алгоритму Адамcа-Башфорта-Мултона и дает-
ся визуализация результатов расчетов в виде осциллограм и фазовой траектории
(рис. 1). Результаты расчета можно сохранить в тектовый файл, а графики можно
сохранить в формате png (рис. 2).

5 Результаты моделирования
Для расчетов выберем сначала значения параметро: 𝑥0 = 0.2, 𝑦0 = 0.3,

𝑎 = 𝑏 = 1, 𝑐 = 0.001, 𝛿 = 𝜙 = 0, остальные значения параметров будем изменять.
Расмотрим случай, когда 𝛽1 = 𝛽2 = 1, который соответствует классическому осцил-
лятору Ван дер Поля-Эйлера (рис. 3).

Рис. 3 Осциллограммы и фазовая траектория для классического осциллятора Ван дер
Поля-Эйлера

На рис. 1 приведены графики расчетов осциллограмм и фазовой траектории
для классического осциллятора Ван дер Поля-Эйлера в случае, когда 𝑡 ∈ [0, 600],
𝑁 = 103. Здесь мы видим с одной стороны особенности осциллятора Эйри — медлен-
но растущая со временем амплитуда, что видно на осциллограмме 𝑥 (𝑡), а с другой
стороны мы видим предельный цикл характерный для осциллятора Ван дер Поля.
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Однако здесь необходимо подчеркнуть, что предельный цикл со временем также
меняется. На осциллограмме для 𝑥 (𝑡) мы видим, что для времен примерно до 300
с, амплитуда колебаний практически не меняется, далее виден ее незначительный
рост. Поэтому фазовая траектория наматывается сначала на предельный цикл при
𝑡 ∈ [0, 300], далее его орбита начинает расширяться.

Рис. 4 Осциллограммы и фазовая траектория (𝛽1 = 1, 𝛽2 = 0.9, = 500, 𝑁 = 2 · 104)

Рис. 5 Осциллограммы и фазовая траектория (𝛽1 = 91, 𝛽2 = 0.9, = 103, 𝑁 = 2 · 3 · 104)
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На рис. 4 и 5 приведены расчеты осциллограмм и фазовых траекторий, полу-
ченных в рамках дробного осциллятора Ван дер Поля-Эйри. На рис. 4. мы видим
разнонаправленную динамику для 𝑥 (𝑡) и 𝑦 (𝑡), что отражается на фазовой траекто-
рии. На рис.5 вы видим со временем возникновение колебаний малой амплитуды, а
фазовая траектория также имеет разнонаправленный характер: сначала закручива-
ется до некоторого момента времени, потом начинает раскручиваться, на наменьших
временах, а потом опять закручивается. Такая динамика может возникать в связан-
ных осцилляторах, где происходит обмен энергией [22].

Отметим, что метод Адамса-Башфорта-Мултона дает неплохие результаты на
больших временах, а его реализация на языке программирования Python значитель-
но ускоряет работу, по сравнению со специализированными пакетами, такими как
Maple.

6 Бифуркационные диаграммы
В пункте нашей статьи рассмотрим вопросы, связанные с бифуркационными диа-

граммами.

Определение 2. Биффуркационная диаграмма — графическое представление ка-
чественных изменений в поведении динамических систем при изменении ее парамет-
ров.

Бифуркационные диаграммы в нашем случае это функциональные зависимости
нашего численного решения 𝑥 и 𝑦 задачи Коши (1) от значений ее ключевых пара-
метров: 𝛽1, 𝛽2, 𝜆, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝛿, 𝜙, 𝑘1, 𝑘2. В статье мы остановимся на зависимостях: 𝑥 (𝛽1, 𝛽2)
и 𝑦 (𝛽1, 𝛽2), а также их сечений на плоскости. Остальные зависимости в силу трудоем-
кости задачи, которая обусловлена многократным ее решением, будут рассмотрены
в следующих статьях авторов.

Расчет 3D поверхностей был реализован на языке Python в среде PyCharm
2024.2.1 с использованием библиотеки joblib для распараллеливания на централь-
ном процессоре Intel Core i9-12900KF с 24-мя потоками.

Рис. 6 3D-поверхности а) 𝑥 (𝛽1, 𝛽2); б) 𝑦 (𝛽1, 𝛽2)
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На рис. 6 мы видим, что поверхности 𝑥 (𝛽1, 𝛽2) и 𝑦 (𝛽1, 𝛽2) обладают как спокойн-
ными областями, так и более возмущенными [23]. Построим сечения этих поверхно-
стей (рис.7)

Рис. 7 Бифуркационные диаграммы

На рис.7а и рис.7б мы видим два участка бифуркационной диаграммы: [0.1, 0.65]
и [0.66, 1], которые меняют динамику дробного осциллятора Ван дер Поля - Эйри.

Рис. 8 Осциллограммы и фазовая траектория 𝛽1 = 0.6 для рис. 7а
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На рис. 8 приведен пример расчета осциллограмм и фазовых траекторий с по-
мощью программного комплекса ABMVAFracSim для бифуркационной диаграммы
рис. 7а при 𝛽1 = 0.6 ∈ [0.1, 0.65]. Здесь мы видим регулярный затухающий режим.

Рис. 9 Осциллограммы и фазовая траектория 𝛽1 = 0.9 для рис. 7a

На рис. 9 приведен пример расчета осциллограмм и фазовых траекторий с по-
мощью программного комплекса ABMVAFracSim для бифуркационной диаграммы
рис. 7a при 𝛽1 = 0.9 ∈ [0.66, 1] , 𝑇 = 1000𝑁 = 3 · 104. Здесь уже мы видим другой
регулярный режим — предельный цикл.

Анлогичную картину мы можем увидеть для бифуркационной диаграммы на рис.
7б.

а) б)

Рис. 10 Осциллограммы и фазовая траектория для рис. 7б: a) 𝛽2 = 0.9; a) 𝛽2 = 0.6
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В заключении приведем некоторые примеры, которые соответствуют случаю вы-
нужденных колебаний: 𝛿 = 4, 𝜙 = 2, 𝑇 = 100, 𝑁 = 3000.

а) б)

Рис. 11 Осциллограммы и фазовая траектория для рис. 7б: a) 𝛽1 = 0.6; a) 𝛽1 = 0.9

а) б)

Рис. 12 Осциллограммы и фазовая траектория для рис. 7б: a) 𝛽2 = 0.6; a) 𝛽2 = 0.9

На рис.11 и рис.12 приведены осциллограммы и фазовые траектории получен-
ные с помощью программного комплекса ABMVAFracSim для случая вынужденных
колебаний.

Наличие внешнего периодического воздействия приводит к том, что в системе воз-
никаюь предельные циклы. Здесь имеет смысл произвести исследования амплитудно-
частотной и фазо-частотной характеристик с целью изучения эффектов резонанса.
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7 Заключение

В работе с помощью программного комплекса ABMVAFracSim на языке програм-
мирования Python, в котором реализован численный алгоритм Адамса-Башфорта-
Мултона для решния дробного осциллятора Ван дер Поля-Эйри с внешней пери-
одической силой. С помощью программного комплекса были построены бифурка-
ционные поверхности и диаграммы — зависимости решения от значений порядков
дробных производных. Показано, что существуют области, в которых регулярные
режимы устойчивый фрокус и предельный цикл сменяют друг друга.

Программный комплекс ABMVAFracSim может быть дополнен модулем для каче-
ственного анализа дробного осциллятора Ван дер Поля-Эйри. Например, в этом мо-
дуле может быть реализована возможность построения бифуркационных диаграмм
для исследования регулярных и хаотических режимов. Другой модуль может быть
реализована процедура расчета амплитудно-частотных и фазо-частотных характе-
ристик вынужденных колебаний.

Другое направление исследований — это построение карт динамических режимов,
что приводит к необходимости задействовать большие вычислительные ресурсы.

Литeратура
[1] Hilfer R. Foundations of fractional dynamics // Fractals, – 1995. vol. 3(03). – P. 549–556.
[2] Cattani C., Srivastava H.M., Yang X.J. Fractional dynamics. Walter de Gruyter GmbH &

Co KG, – 2015.
[3] Tarasov V.E. General Fractional Dynamics // Mathematics, – 2021. vol. 9(13), 1464.

doi: http://dx.doi.org/10.3390/math9131464
[4] Нахушев А.М. Дробное исчисление и его применение. М.: Физматлит, – 2003. – 272 с.
[5] Kilbas A.A., Srivastava H.M., Trujillo J.J. Theory and Applications of Fractional

Differential Equations. Amsterdam: Elsevier, – 2006. – 523 p.
[6] Van der Pol B. On relaxation-oscillations // The London, Edinburgh, and Dublin

Philosophical Magazine and Journal of Science, – 1926. – vol. 2. – no 11. – P. 978–992.
[7] Airy G. On the intensity of light in the neighbourhood of a caustic // Trans. Camb. Phil.

Soc., 1838. no 50. – P. 379–402.
[8] Rabotnov Yu.N. Elements of hereditary mechanics of solids. Moscow: MIR Publishers. –

1980. – 387 p.
[9] Салимова А.И., Паровик Р.И. Математическая модель дробного осциллятора Ван дер

Поля-Эйри // Вестник КРАУНЦ. Физ.-мат. науки, – 2024. – Т. 47. №2. – C. 19–32.
[10] Salimova A.I., Parovik R.I. Dynamic modes of the Van der Pol-Airy fractional oscillator //

AIP conference proceedings, – 2024. – vol. 3244. – no. 1. 020006. doi: http://dx.doi.org/
10.1063/5.0241421.

[11] Van Horn B.M. II, Nguyen Q. Hands-On Application Development with PyCharm: Build
Applications like a Pro with the Ultimate Python Development Tool. Birmingham, UK:
Packt Publishing Ltd., – 2023. – 652 p.

[12] Novozhenova O.G. Life And Science of Alexey Gerasimov, One of the Pioneers of Fractional
Calculus in Soviet Union // FCAA, – 2017. – vol. 20. – P. 790–809. doi: http://dx.doi.
org/10.1515/fca-2017-0040.

[13] Caputo M., Fabrizio M. On the notion of fractional derivative and applications to the
hysteresis phenomena // Meccanica, – 2017. – vol. 52. – P. 3043–3052. doi: http://dx.
doi.org/10.1007/s11012-017-0652-y.



28 Salimova A.I., Parovik R.I.

[14] Паровик Р.И. Задача Коши для обобщенного уравнения Эйри // Доклады Адыгской
(Черкесской) Международной академии наук. – 2014. – Т. 16. – № 3. – С. 64–69.

[15] Паровик Р.И. Математическое моделирование эредитарного осциллятора Эйри с тре-
нием // Вестник Южно-Уральского государственного университета. Серия: Матема-
тическое моделирование и программирование. – 2017. – Т. 10. – № 1. – С. 138–148.
doi: http://dx.doi.org/10.14529/mmp170109

[16] Nagumo J., Arimoto S., Yoshizawa S. An active pulse transmission line simulating nerve
axon // Proc. IRE. – 1962. – no. 50, – P. 2061–2070.

[17] Cartwright J., Eguiluz V., Hernandez-Garcia E., Piro O. Dynamics of elastic excitable
media // Internat. J. Bifur. Chaos Appl. Sci. Engrg. – 1999. – no. 9. – P. 2197–2202.

[18] Efremidis N.K. et al. Airy beams and accelerating waves: an overview of recent advances //
Optica. – 2019. – vol. 6. – no. 5. – P. 686–701. doi: http://dx.doi.org/10.1364/OPTICA.
6.000686.

[19] Parovik R.I. Mathematical model of the Van der Pol fractal oscillator // Doklady Adygskoy
(Cherkesskoy) Mezhdunarodnoy akademii nauk. – 2015. – vol. 17, – no. 2. – P. 57–62.

[20] Liénard A. Etude des oscillations entretenues // Revue générale de l’électricité, – 1928. –
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In the article, using the ABMVAFracSim software package developed in the Python
programming language, the fractional oscillatory system of Van der Pol-Airy is inves-
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software package, the Adams-Bashforth-Multon numerical algorithm from the predictor-
corrector family was implemented for studying the fractional Van der Pol-Airy oscillator.
Also, the ability to visualize the simulation results is implemented - to build oscillograms
and phase trajectories, as well as save them for subsequent analysis. The simulation
results can also be saved in text files. In the work, a study of the dynamic modes of the
fractional Van der Pol-Airy oscillator is carried out, oscillograms and phase trajectories
are built for different values of the control parameters. The operation of the ABM-
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