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Данная статья посвящена изучению характеристик изгиба тонких пластин под

воздействием нестационарных напряжений. Процесс деформации пластин под неста-

ционарными нагрузками анализируется на основе моделей Кирхгофа-Лява и Тимо-

шенко. Модель Кирхгофа-Лява предназначена для тонких пластин и не учитывает

сдвиговые деформации, что снижает точность для толстых пластин. Модель Ти-

мошенко, напротив, учитывает сдвиговые деформации, предоставляя более точные

результаты для толстых пластин. В статье рассматривается динамическое поведе-

ние пластин под нестационарными нагрузками с помощью теоретических и экспе-

риментальных исследований. Результаты исследования имеют важное значение для

проектирования соответствующих конструкций, чтобы обеспечить прочность пла-

стин под динамическими нагрузками. Эти выводы помогают улучшить долговеч-

ность конструкций и точно прогнозировать влияние нестационарных нагрузок.
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1 Введение
В современной инженерии и технологиях вопросы движения и деформации ма-

териалов и конструкций под воздействием нестационарных нагрузок имеют большое
значение. В частности, изучение факторов, влияющих на изгиб тонких элементов,
таких как пластины и оболочки, играет важную роль в решении множества науч-
ных и практических задач. Исследования в этой области направлены на обеспечение
прочности и устойчивости конструкций в таких отраслях, как строительство, аэро-
космическая промышленность, автомобилестроение, гемотология и многие другие [1].

Нестационарные нагрузки классифицируются как динамические нагрузки, изме-
няющиеся во времени и, как правило, имеющие случайный характер. Изгиб пла-
стин под воздействием таких нагрузок представляет собой сложный и многофактор-
ный процесс, в котором значительную роль играют инерционные силы, вязкоупру-
гие свойства и зависимость от геометрических параметров. Источниками подобных
нагрузок могут быть различные факторы, такие как сейсмические колебания, уда-
ры, аэродинамические силы и другие. Нестационарные напряжения, то есть нагруз-
ки, изменяющиеся во времени, требуют глубокого анализа динамического отклика
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конструкций. Эти напряжения могут возникать вследствие сейсмических колебаний,
ударных воздействий и аэродинамических сил, оказывая влияние на прочность и
устойчивость пластин, а также усложняя их поведение при изгибе [2].

Во многих исследованиях для анализа движения и деформации пластин под воз-
действием нестационарных нагрузок применяются как теоретические, так и экспери-
ментальные методы. Однако математическое моделирование и численные методы иг-
рают решающую роль в решении подобных задач. Поэтому в данной работе ставится
цель выявить основные факторы, влияющие на изгиб пластин при нестационарных
напряжениях, и проанализировать их поведение с помощью математической модели.
Математическое моделирование является важным инструментом для прогнозирова-
ния динамического поведения пластин, обеспечения их прочности и устойчивости.
В статье определены основные параметры движения пластин и их зависимость от
нагрузок. Также применены современные численные методы для анализа влияния
нестационарных нагрузок, и результаты были протестированы в различных услови-
ях [3–7].

Пластины широко применяются в различных отраслях промышленности и инже-
нерии. Их поведение под статическими и динамическими нагрузками, особенно под
влиянием нестационарных напряжений (то есть напряжений, зависящих от време-
ни), имеет большое значение. Исследование характеристик изгиба пластин и влия-
ния моментов на этот процесс важно для обеспечения прочности и долговечности
конструкций. В данной статье представляется теоретический и экспериментальный
анализ изгиба пластин под воздействием нестационарных напряжений [8].

Напряженно-деформированное состояние тонких пластин и оболочек при неста-
ционарных нагрузках является достаточно сложным, и его расчет выполняется с
применением численных или аналитических методов различной степени точности и
сложности. При использовании численных методов возникает необходимость оцен-
ки достоверности и точности полученных результатов. Такая оценка осуществляется
путем сравнения вычисленных значений, полученных с использованием различных
моделей, описывающих движение пластин или оболочек [2]. Деформация тонких пла-
стин под воздействием нестационарных нагрузок представляет собой сложную зада-
чу, зависящую от их упругости, толщины и условий внешних нагрузок. Наиболее
часто применяемыми теоретическими моделями для описания деформации тонких
пластин являются модели Кирхгофа-Лява и Тимошенко. В данной статье исследу-
ется влияние учета или неучета моментов в этих моделях при нестационарных на-
грузках [1].

Теория Кирхгофа-Лява является одной из самых простых и распространенных
моделей для тонких пластин. В этой модели рассматриваются случаи, когда толщи-
на пластины значительно меньше остальных ее размеров. Модель Кирхгофа-Лява
основывается на следующих основных допущениях:

∙ Нормальные волокна по толщине пластины остаются прямыми и не сжимаются.

∙ Нормальные волокна движутся перпендикулярно поверхности пластины и не
деформируются.

∙ До деформации нормальные волокна находятся перпендикулярно поверхности
пластины. Эта модель описывает поведение изгиба пластин под нагрузкой с помо-
щью простых дифференциальных уравнений. Хотя теория Кирхгофа-Лява может
быть применена к анализу движения тонких пластин под нестационарными напря-
жениями, ее использование ограничено случаями небольших деформаций и пластин
с малой толщиной [4–12].
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Модель Тимошенко является более сложной по сравнению с моделью Кирхгофа-
Лява и подходит для анализа более толстых пластин и оболочек. В основе модели
Тимошенко лежат следующие допущения:

∙ Нормальные волокна по толщине не остаются прямыми и могут сжиматься.
∙ Учитываются деформации сдвига (shear deformation) и инерция вращения.
∙ Нормальные волокна по толщине могут изменять свое положение относительно

поверхности пластины. Модель Тимошенко учитывает больше параметров, описы-
вающих изгиб и сдвиговые деформации пластин под нагрузкой. Эта модель широко
применяется для анализа динамического поведения конструкций под нестационар-
ными нагрузками, поскольку обеспечивает более высокую точность и позволяет вы-
полнять более детальный анализ [4, 9–12].

В данной работе исследовано влияние учета и неучета моментов на процесс дефор-
мации тонкой пластины при нестационарных нагрузках на основе моделей Кирхгофа-
Лява и Тимошенко [11, 12].

2 Постановка задачи
Уравнения движения упруго-пластической круглой пластины записываем в виде

[12]
ℎ2∇2∇2𝜔/12 + 𝐹1(𝑢, 𝜔) + 𝐹 𝑝

1 = (𝑣2 − 1)(𝑃 + 𝜌ℎ𝜔)/(𝐸ℎ);

∇2𝑢− 𝑢/𝑟2 + 𝐹2(𝑢, 𝜔) + 𝐹 𝑝
2 = (1− 𝑣2)𝜌𝑢̈/𝐸.

(1)

Здесь 𝐹1(𝑢, 𝜔), 𝐹2(𝑢, 𝜔) нелинейно зависят от и, 𝜔 :

𝐹1(𝑢, 𝜔) = −∇2𝜔[𝑢′ + (𝜔′)2/2 + (𝑢′)2/2]−
−𝜔′(𝑢′′ + 𝜔′𝜔′′ + 𝑢′𝑢′′ + 𝑣𝑢′/𝑟)− 𝑣𝑢𝜔′′/𝑟;

𝐹2(𝑢, 𝜔) = 𝜔′𝜔′′ + 𝑢′𝑢′′ + (1− 𝑣)[(𝜔′)2 + (𝑢′)2]/(2𝑟).

Функции 𝐹 𝑝
1 , 𝐹

𝑝
2 учитывают влияние пластических свойств материала:

𝐹 𝑝
1 = {(𝜀𝛽2 − 𝜀𝛽1 )

′ + [𝑟(𝜀𝛽1 )
′]′ + (𝑟𝜀𝛼1𝜔

′)′}/𝑟;
𝐹 𝑝
2 = [𝜀𝛼2 − 𝜀𝛼1 − 𝑟(𝜀𝛼1 )

′]/𝑟,

где штрих обозначает производную по 𝑟 :

𝜀𝛼1 =
𝑁∑︁

𝑛=1

(∆𝛼
𝑛𝜀1 + 𝑣∆𝛼

𝑛𝜀2);𝜀
𝛼
2 =

𝑁∑︁
𝑛=1

(∆𝛼
𝑛𝜀2 + 𝑣∆𝛼

𝑛𝜀1);

𝜀𝛽1 =
𝑁∑︁

𝑛=1

(∆𝛽
𝑛𝜀1 + 𝑣∆𝛽

𝑛𝜀2);𝜀
𝛽
2 =

𝑁∑︁
𝑛=1

(∆𝛽
𝑛𝜀2 + 𝑣∆𝛽

𝑛𝜀1);

∆𝛼
𝑛𝜀1 =

1

ℎ

ℎ/2∫︁
−ℎ/2

∆𝑛𝜀
𝑝
1𝑑𝑧;∆

𝛽
𝑛𝜀1 =

1

ℎ

ℎ/2∫︁
−ℎ/2

∆𝑛𝜀
𝑝
1𝑑𝑧.

Здесь 𝑙 = 1; 2. Напряжения, которые необходимы при вычислении упругопластиче-
ских деформаций, рассчитываются по формулам вида:

𝜎1 = 𝐸[𝜀1 + 𝑣𝜀2 −
𝑁∑︁

𝑛=1

(∆𝑛𝜀
𝑝
1+𝑣∆𝑛𝜀

𝑝
2)]/(1− 𝑣2);
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𝜎2 = 𝐸[𝜀2 + 𝑣𝜀1 −
𝑁∑︁

𝑛=1

(∆𝑛𝜀
𝑝
2+𝑣∆𝑛𝜀

𝑝
1)]/(1− 𝑣2);

𝜎12 = 1/2𝐸(𝜀12 −
𝑁∑︁

𝑛=1

∆𝑛𝜀
𝑝
12)/(1− 𝑣2),

где 𝜀1 = 𝑢′ + (𝜔′)2/2 + (𝑢′)2/2− 𝑧𝜔𝑛, 𝜀2 = 𝑢/𝑟 − 𝑧𝜔′/𝑟.
Алгоритм численного решения уравнений (1), и том числе при учете взаимодей-

ствия пластины с жидкостью, подробно описан в [12].
Модель Тимошенко

Уравнения движения записываем, следую [10], в виде

(𝑟𝑁1)
′ −𝑁2 = 𝑟𝜌ℎ𝑢̈;

(𝑟𝑄)′ + 𝑟(𝑁1𝜔
′)′ = 𝑟𝜌ℎ𝜔̈ − 𝑟𝑃 ;

(𝑟𝑀1)
′ −𝑀2 − 𝑟𝑄 = 𝑟𝜌ℎ3𝜓/12. (2)

Уравнения (2) являются частным случаем. Усилия и моменты в (2) связаны с
деформациями следующими зависимостями:

𝑁1 = 𝐸ℎ[𝜀01 + 𝑣𝜀02 −
𝑁∑︁

𝑛=1

(∆𝛼
𝑛𝜀

𝑝
1 + 𝑣∆𝛼

𝑛𝜀
𝑝
2)]/(1− 𝑣2);

𝑁2 = 𝐸ℎ[𝜀02 + 𝑣𝜀01 −
𝑁∑︁

𝑛=1

(∆𝛼
𝑛𝜀

𝑝
2 + 𝑣∆𝛼

𝑛𝜀
𝑝
1)]/(1− 𝑣2);

𝑀1 = 𝐷[𝜀11 + 𝑣𝜀12 − 𝐸ℎ
𝑁∑︁

𝑛=1

(∆𝛽
𝑛𝜀

𝑝
1 + 𝑣∆𝛽

𝑛𝜀
𝑝
2)]/(1− 𝑣2);

𝑀2 = 𝐷[𝜀12 + 𝑣𝜀11 − 𝐸ℎ
𝑁∑︁

𝑛=1

(∆𝛽
𝑛𝜀

𝑝
2 + 𝑣∆𝛽

𝑛𝜀
𝑝
1)]/(1− 𝑣2);

𝑄 =
𝑘2𝐸ℎ

2(1 + 𝑣)
𝜀013 −

𝐸

2(1 + 𝑣)

ℎ/2∫︁
−ℎ/2

𝑓(𝑧)
𝑁∑︁

𝑛=1

∆𝑛𝜀
𝑝
13𝑑𝑧;

𝑓(𝑧) = 6(1/4− 𝑧2/ℎ2).

Здесь 𝐷 = 𝐸ℎ3(1 + 𝑣)−1/12; 𝑘2 = 5/6. Деформации 𝜀1 = 𝜀01 + 𝑧𝜀11, 𝜀2 = 𝜀02 + 𝑧𝜀12
выражаются через перемещения и Φ так: 𝜀01 = 𝑢′+(𝜔′)2/2, 𝜀02 = 𝑢/𝑟, 𝜀11 = 𝜓′, 𝜀12 = 𝜓/𝑟,
𝜀013 = 𝜔′ + 𝜓.

Напряжения определяются по формулам, аналогичным приведенным выше [12].
Расчеты по (2) проводились на основе схемы, пластические свойства материалов
учитывались согласно алгоритму монографии [12].

3 Результаты расчетов
Цель численных исследований состояла в определении области применения урав-

нений (1), (2). Расчеты проводились для 𝑅 = 0, 055 м, ℎ = 2 ·10−3 м и сплава Д16АТ
в случаях, если геометрические и механические характеристики дополнительно не
уточняются. На рис. 18 приведены результаты расчетов для импульсной нагрузки
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𝑃 = 𝐴 exp (𝛼𝑡), равномерно распределенной по поверхности пластины: 𝐴 =
= 21, 𝛼 = 13500𝑐−1. Кривая 1 определено по уравнениям модели Кармана (1), кривые
2, 3-по без моментной теории (1.2), причем кривая 2-без учета, а 3-с учетом изменения
толщины пластины в процессе деформирования.

Рис. 1 Сопоставление результатов расчетов по моментной и безмоментной моделям пла-
стин.

Кривая 4 рассчитана с использованием (1) на начальном этапе деформирования и
без моментной теории - на заключительном этапе. Переход к расчету по без момент-
ной теории осуществлялся после деформации пластины в оболочку плавно меняю-
щейся кривизны или после того, как мембранные напряжения становились намного
больше изгибных во всех точках оболочки. Накопленные пластические деформации
усредняли по толщине и записывали для среднего слоя без моментной оболочки. За-
метим, что при использовании без моментных уравнений вводилась искусственная
вязкость после достижения максимального прогиба, причем 𝜇 = 10−3

Точки на рис.1 выделяют остаточные прогибы, рассчитанные по (2). В послед-
нем случае пластические деформации вычислялись на каждом шаге решения зада-
чи исходя из найденных по (2) перемещений согласно алгоритму модели Кармана.
Из рис.1 видно, что влияние изменения толщины начинает сказываться только при
весьма больших деформациях, а уравнения (2) хорошо описывают моментный и без
моментный этапы работы пластины. При расчетах она разбивалась на 𝑁 = 15 частей
по радиусу в случаях ℎ = 10−3 и h = 2 ·10−3с шагом по времени 𝜏= 1, 5 ·10−7 и 3 ·10−7

соответственно При h = 3 · 10−3 и h = 4 · 10−3 принимаем N = 10, 𝜏= 3 · 10−7. Коли-
чество разбиений пластины по толщине при вычислении пластических деформаций
равнялось шести при h = 4 · 10−3, в остальных случаях четырем.

Было проведено исследование точности определенного выше алгоритма расчета
пластических деформаций в (2).

На рис.2 приведены прогибы пластины, рассчитанные для N = 15,𝜏= 3 · 10−7 с
учетом пластичности согласно модели Кармана (сплошные линии) и с учетом вли-
яния Ψ (штриховые линии). Характер нагружения не изменялся. Верхние кривые
рассчитаны для 𝛼= 5 · 104−1, нижние – для 𝛼= 105−1. Видно, что учет пластичности
на основе модели Кармана обеспечивает хорошую точность расчетов.
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Рис. 2 Влияние на прогиб пластических деформаций, рассчитанных согласно моделям
Кирхгофа – Лява и Тимошенко.

Рис. 3 Результаты тестовых расчета.

Рис. 4 Влияние вязкости изменения характера колебаний вязко упругопластических пла-
стин.

На рис.3 дано сравнение результатов расчетов (2) с использованием модели Кар-
мана при определении пластических деформаций (штриховые и штрихпунктирные
кривые) с данными работы [1] (сплошные кривые) и для случаев нагружения пла-
стины радиусом 𝑅 = 0, 05 с ℎ = 10−3 (рис. 3, 𝛼) и h = 2, 5 · 10−3 (рис. 3, 𝛽). По
оси абсцисс откладывается безразмерное время 𝑡1, определяемое по формуле 𝑡 =
= 𝑡
√︀
𝐸𝜌−1/ (1− 𝜐2) /𝑅. Haгрузка быстро возрастает до амплитудного значения и да-

лее остается постоянной. В [1] скорость возрастания нагрузки не конкретизировалась,
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поэтому здесь рассмотрены случай мгновенного приложения нагрузки (штриховые
кривые) и быстро возрастающей нагрузки (штрих-пунктирные кривые). Время воз-
растания задавали 18, 3 · 10−6 при h = 10−3 и 50 · 10−6 при h = 2, 5 · 10−3. Оно практи-
чески не влияло на величину остаточного прогиба. Амплитуды нагрузки для ℎ = 1;
ℎ = 2, 5 мм равнялись соответственно 4; 10 МПа. Шаг по времени изменялся от 10−7

до 3 · 10−7 с, количество разбиений - от 11 до 41, что не приводило к сколько-нибудь
заметному изменению результатов расчетов по уравнениям (2).

Анализ рис. 2, 3 показывает, что неучет Ψ не влияет не влияет на прогиб пласти-
ны, в частности расчет по уравнениям (2) очень хорошо согласуется с результатами
использования более точных уравнений [1]. Сказанное важно потому, что учет Ψ
существенно усложняет алгоритм расчета, он перестает работать при значительных
деформациях.

Проведено исследование влияния вязкостных свойств материала на колебания
пластины. Влияние вязкости учитывалось по формуле (1.11). Нагрузка изменялась
по закону 𝑃 = 𝐴𝑒𝛼𝑡,A = 21МПа, 𝛼= 105𝑐−1. Кривые изменения прогиба, рассчитан-
ный для случаев 𝜇=0 (сплошная), 𝜇= 10−3 (штриховая) 𝜇= 5 · 10−3 (штрихпунктир-
ная), приведены на рис. 4. Видно, что вплоть до 𝜇= 10−3влияние вязкости и прогиб
не является значительным в достаточно большом интервале времени.

4 Заключение
В результате проведенного исследования был выполнен теоретический и экспери-

ментальный анализ влияния моментов на изгиб пластины при нестационарных на-
пряжениях. Процесс деформации пластин изучен на основе моделей Кирхгофа-Лява
и Тимошенко.

Результаты данного исследования имеют важное значение для проектирования
конструкций, способных выдерживать динамические нагрузки, а также для точного
прогнозирования влияния нестационарных нагрузок. Перспективные исследования
могут быть направлены на изучение более сложных форм нестационарных нагрузок
и дальнейшее совершенствование моделей.
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