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Численное моделирование является мощным инструментом для исследования

подобных процессов, позволяющим учитывать сложную геометрию, неоднородность

свойств и нестационарный характер тепловых полей. Современные вычислительные

методы, обеспечивают высокую точность и устойчивость решений даже для слож-

ных трехмерных задач. Актуальность исследования трехмерных нестационарных

процессов теплопроводности в неоднородных телах обусловлена необходимостью оп-

тимизации тепловых режимов в технических системах, повышения эффективности

теплообмена и обеспечения надежности конструкций. В данной статье рассматри-

ваются основные подходы к численному моделированию трехмерных нестационар-

ных процессов теплопроводности в неоднородных телах. Исследуется неоднородная

конструкция, в центре которой имеется полость в форме куба или изолированное

включение из меди, и изучено влияние неоднородностей на распределение темпера-

турного поля.
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1 Введение
Теплопроводность является одним из ключевых процессов теплообмена, играю-

щих важную роль в различных областях науки и техники, таких как материало-
ведение, энергетика, электроника и аэрокосмическая промышленность. В реальных
условиях многие материалы и конструкции обладают неоднородными свойствами,
что приводит к сложному распределению температуры и тепловых потоков в про-
странстве и времени. Изучение таких процессов требует разработки адекватных ма-
тематических моделей и применения современных численных методов для их реше-
ния. Трехмерные нестационарные процессы теплопроводности в неоднородных телах
представляют собой сложную задачу, когда в теле присутствуют включения или гра-
ницы раздела с различными свойствами.

Теоретическое исследование процессов теплообмена в настоящее время в значи-
тельной степени базируется на их численном моделировании. Это стало возможным
благодаря значительному прогрессу в развитии вычислительных методов решения
задач для уравнений в частных производных и увеличению мощности современных
компьютеров. Численное моделирование процессов теплообмена в настоящее время
приобретает все более значительную роль в связи с тем, что для современной науки
и техники необходим достоверный прогноз таких процессов.
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Известно, что в стационарных задачах теплопроводности предполагается, что те-
ло уже достигло устойчивого состояния, однако существуют также задачи, в кото-
рых необходимо учитывать временные изменения искомых величин [1–3]. В таких
случаях часто возникает так называемый переходный период - промежуток времени
от начала физического процесса до достижения устойчивого состояния. Кроме то-
го, бывают задачи, где устойчивое состояние вообще не достигается, и весь процесс
представляет собой непрерывное изменение, при котором переходный период охва-
тывает весь временной интервал процесса. Исследуется неоднородная конструкция,
в центре которой имеется включения из меди или изолированная полость в форме
куба и изучено влияние неоднородностей на распределение температурного поля.

2 Постановка задачи
Многие физические задачи можно описать квазигармоническим дифференциаль-

ным уравнением, которое включает член с частной производной по времени [4–6].
Это приводит к нестационарному уравнению, учитывающему изменение физических
величин во времени:

𝜌𝑐
𝜕𝑇

𝜕𝑡
= ∇ · (𝑘∇𝑇 ), (1)

где
𝑇 = 𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) – температура;
𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑧) – плотность;
(𝑥, 𝑦, 𝑧) – теплоёмкость;
𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) – коэффициент теплопроводности.
Для нахождения частного решения задачи теплопроводности (1) необходимо за-

дать начальные условия:
– в момент времени 𝑡0:

𝑇0 = 𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡0). (2)

Граничные условия:
– на части поверхности 𝑆1 тела задана температура 𝑇𝑠1 :

𝑇𝑠1 = 𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡), ∀ (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝑆1, (3)

где 𝑇𝑠1 – температура поверхности 𝑆1.
– на части поверхности 𝑆2 тела задана температура 𝑇𝑠2 :

𝑇𝑠2 = 𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡), ∀ (𝑥, 𝑦, 𝑧 ) ∈ 𝑆2, (4)

где 𝑇𝑠2 – температура поверхности 𝑆2.

3 Метод решения
Для получения конечно-элементного уравнения используется интегральную фор-

мулировку задачи. Интегрируем уравнение (1) по объему 𝑉 имеем:∫︁
𝑉

𝜌𝑐
𝜕𝑇

𝜕𝑡
𝑑𝑉 =

∫︁
𝑉

∇ · (𝑘∇𝑇 )𝑑𝑉 . (5)

Применяем формулу Гаусса-Остроградского получим:∫︁
𝑉

∇ · (𝑘∇𝑇 )𝑑𝑉 =

∫︁
𝜕𝑉

𝑘∇𝑇 𝑛 𝑑𝑆 −
∫︁
𝑉

𝑘∇𝑇 · ∇𝑑𝑉 , (6)
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где 𝑛 – направляющие косинусы.
Здесь первый интеграл по поверхности описывает граничные условия, а второй-

основной член матричного уравнения. Интеграл (6) вычисляется с использованием
численного интегрирования:∫︁

𝑉

𝜌𝑐
𝜕𝑇

𝜕𝑡
𝑑𝑉 =

∫︁
𝑆

(︂
𝑘𝑥
𝜕𝑇

𝜕𝑥
𝑛𝑥 + 𝑘𝑦

𝜕𝑇

𝜕𝑦
𝑛𝑦 + 𝑘𝑧

𝜕𝑇

𝜕𝑧
𝑛𝑧

)︂
𝑑𝑆−

−
∫︁
𝑉

(︂
𝑘𝑥
𝜕𝑇

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑘𝑦

𝜕𝑇

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝑘𝑧

𝜕𝑇

𝜕𝑧

𝜕

𝜕𝑧

)︂
𝑑𝑉 .

(7)

Пусть рассматриваемая область 𝑉 разбита на (е) конечные элементы, а темпе-
ратура 𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) внутри элемента интерполируется через узловые значения [7, 8]:
Так как {𝑇} вычисляется в средней точке временного интервала в этой точке также
должен быть вычислен {𝑇}:

𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) ≈
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑁𝑖(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑇𝑖(𝑡), (8)

где 𝑁𝑖(𝑥, 𝑦, 𝑧) – функции формы для данного конечного элемента, а 𝑇𝑖(𝑡) – темпера-
тура в узлах, 𝑚 – число узлов в элементе.

Частные производные выражаются следующим образом:

𝜕𝑇

𝜕𝑥
=

𝑚∑︁
𝑖=1

𝜕𝑁𝑖

𝜕𝑥
𝑇𝑖,

𝜕𝑇

𝜕𝑦
=

𝑚∑︁
𝑖=1

𝜕𝑁𝑖

𝜕𝑦
𝑇𝑖,

𝜕𝑇

𝜕𝑧
=

𝑚∑︁
𝑖=1

𝜕𝑁𝑖

𝜕𝑧
𝑇𝑖. (9)

Объемный интеграл
∫︀
𝑉

𝜌𝑐𝜕𝑇
𝜕𝑡
𝑑𝑉 в соотношении (7), заменяется на матричное урав-

нение посредством матрицы демпфирования 𝐶 𝜕𝑇
𝜕𝑡
, где

𝐶𝑖𝑗 =

∫︁
𝑉

𝜌𝑐𝑁𝑖𝑁𝑗𝑑𝑉 . (10)

Поверхностный интеграл
∫︀
𝑆

(︁
𝑘𝑥

𝜕𝑇
𝜕𝑥
𝑛𝑥 + 𝑘𝑥

𝜕𝑇
𝜕𝑦
𝑛𝑦 + 𝑘𝑥

𝜕𝑇
𝜕𝑧
𝑛𝑧

)︁
𝑑𝑆 в (7) учитывает теп-

лообмен через границы элемента. Объемный интеграл∫︁
𝑉

(︂
𝑘𝑥
𝜕𝑁𝑖

𝜕𝑥

𝜕𝑁𝑗

𝜕𝑥
+ 𝑘𝑥

𝜕𝑁𝑖

𝜕𝑦

𝜕𝑁𝑗

𝜕𝑦
+ 𝑘𝑥

𝜕𝑁𝑖

𝜕𝑧

𝜕𝑁𝑗

𝜕𝑧

)︂
𝑑𝑉,

определяет матрицу теплопроводности:

𝐾𝑖𝑗 =

∫︁
𝑉

(︂
𝑘𝑥
𝜕𝑁𝑖

𝜕𝑥

𝜕𝑁𝑗

𝜕𝑥
+ 𝑘𝑥

𝜕𝑁𝑖

𝜕𝑦

𝜕𝑁𝑗

𝜕𝑦
+ 𝑘𝑥

𝜕𝑁𝑖

𝜕𝑧

𝜕𝑁𝑗

𝜕𝑧

)︂
𝑑𝑉. (11)

В результате формируется система уравнений:

𝐶
𝜕𝑇

𝜕𝑡
+𝐾𝑇 = 0. (12)

Если конечный элемент (е) линейный тетраэдр, то его форма и свойства позволя-
ют упростить вычисление интегралов, так как функции формы элемента линейны.
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Рассмотрим подробно, процесс вычисления интегралов. Линейный тетраэдр в трех-
мерном пространстве определяется четырьмя узлами (𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖) (𝑖 = 1, 2, 3, 4), а
температура внутри элемента интерполируется с помощью линейных функций фор-
мы:

𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑁1𝑇1 +𝑁2𝑇2 +𝑁3𝑇3 +𝑁4𝑇4. (13)

Функции формы 𝑁𝑖(𝑥, 𝑦, 𝑧) для тетраэдра выражаются как:

𝑁𝑖(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
1

6𝑉
(𝑎𝑖 + 𝑏𝑖𝑥+ 𝑐𝑖𝑦 + 𝑑𝑖𝑧), (14)

где коэффициенты 𝑎𝑖, 𝑏𝑖, 𝑐𝑖, 𝑑𝑖 определяются через координаты узлов, а 𝑉 – объём
тетраэдра:

𝑉 = 1
6

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝑥2 − 𝑥1 𝑦2 − 𝑦1 𝑧2 − 𝑧1
𝑥3 − 𝑥1 𝑦3 − 𝑦1 𝑧3 − 𝑧1
𝑥4 − 𝑥1 𝑦4 − 𝑦1 𝑧4 − 𝑧1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ .

Частные производные функций формы: 𝜕𝑁𝑖

𝜕𝑥
= 𝑏𝑖

6𝑉
, 𝜕𝑁𝑖

𝜕𝑦
= 𝑐𝑖

6𝑉
, 𝜕𝑁𝑖

𝜕𝑧
= 𝑑𝑖

6𝑉
.

Рассмотрим каждый член уравнения (11). При вычислении объемного интеграла
(10) учитывается, что функции формы 𝑁𝑖 линейны, а плотность и теплоемкость в
элементе предполагаются постоянными. В связи с этим интеграл вычисляется ана-
литически:

𝐶𝑖𝑗 = 𝜌𝑐

∫︁
𝑉

𝑁𝑖𝑁𝑗𝑑𝑉 =
𝜌𝑉

20
(1 + 𝛿𝑖𝑗). (15)

Таким образом, матрица демпфирования имеет вид:

𝐶 = 𝜌𝑐𝑉
20

⎡⎢⎢⎣
2 1 1 1
1 2 1 1
1 1 2 1
1 1 1 2

⎤⎥⎥⎦.
Так как 𝜕𝑁𝑖

𝜕𝑥
– постоянная величина в элемента, то интеграл (11) упрощается и

записывается в явном виде: 𝐾𝑖𝑗 =
𝑉
6
(𝑘𝑥𝑏𝑖𝑏𝑗 + 𝑘𝑦𝑐𝑖𝑐𝑗 + 𝑘𝑧𝑑𝑖𝑑𝑗).

Таким образом, формируется система (12), которая решается методом Кранка-
Николсона [9]. Это неявный численный метод второго порядка точности для реше-
ния нестационарных задач теплопроводности. Он представляет собой среднее между
явной и неявной схемами и является устойчивым независимо от шага по времени ∆𝑡.
Согласно методу Кранка-Николсона, производная по времени заменяется централь-
ной разностью:

𝑇𝑛+1−𝑇𝑛

Δ𝑡
≈ 1

2
(𝐾𝑇

𝑛+1
+𝐾𝑇 𝑛).

Подставляя это соотношение в систему (12), имеем неявную схему:(︀
𝐶 + Δ𝑡

2
𝐾
)︀
𝑇

𝑛+1
=
(︀
𝐶 − Δ𝑡

2
𝐾
)︀
𝑇 𝑛.

4 Результаты
Задача 1. Рассматривается нестационарная трехмерная задача распределения

тепла в единичном кубе. Начальная температура тела 𝑇0 = 0∘𝐶. На боковых и ниж-
ней гранях куба поддерживается постоянная температура 0∘𝐶, а на верхней – 100∘𝐶.
С учетом симметрии рассматривается ¼ часть тела (рис.1.а).
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Рис. 1 1/4 часть пространственной сетки куба (а=1м.)

Теплофизические характеристики конструкции из стали:

𝑘𝑥 = 𝑘𝑦 = 𝑘𝑧 = 46кВ/(м · град.), 𝜌 = 7800кг/м3, 𝑐 = 460Дж/(м3 · град.).

В табл.1 приведены значения температуры задачи для случая, когда материал яв-
ляется однородным при различных временных интервалах во внутренних централь-
ных узлах по вертикали. По истечению времени температура по вертикали в центре
куба возрастает, так как на боковых и нижней поверхности тела заданы нулевая
температура. Динамика процесса представлена на рис.2, где прослеживается про-
цесс нагревания центра куба по вертикали.

Таблица 1 Значения температуры по времени (сталь, ∘𝐶)

Номер узла 10 мин. 30 мин. 60 мин. 120 мин.
10 1.84 22.03 36.61 43.74
11 0.01 1.32 7.70 14.33
12 0.00 0.02 0.88 3.64

10 мин. 30 мин. 60 мин. 120 мин.

Рис. 2 Процесс распространения тепла в стальном кубе

Задача 2. Рассматривается нестационарная трехмерная задача распределения
тепла в единичном кубе, из стали, в центре которого расположен меньший куб. На-
чальная температура тела 𝑇0 = 0∘𝐶. На боковых и нижней гранях куба поддер-
живается постоянная температура 0∘𝐶, а на верхней – 100∘𝐶. С учетом симметрии
рассматривается 1/4 часть тела (рис. 1.б). В табл.2 приведены значения температу-
ры в единичном кубе из стали, в центре которого расположен меньший куб ( = 0.5
м.) из меди: 𝑘𝑥 = 𝑘𝑦 = 𝑘𝑧 = 384кВ/(м · град.), 𝜌 = 8800кг/м3, = 381Дж/(м3 · град.).

Так как теплопроводность меди значительно выше, чем у стали (в 8.3 раза), то
температура увеличивается почти в два раза. Это означает, что медь значительно
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быстрее поглощает тепло. Динамика процесса представлена на рис.3, где прослежи-
вается процесс поглощения тепла, областью, занятой медью.

Таблица 2 Значения температуры по времени (сталь-медь, ∘𝐶)

Номер узла 10 мин 30 мин 60 мин 120 мин
10 1.51 15.62 24.09 28.45
11 0.08 4.183 10.83 15.34
12 0.01 1.34 5.94 9.95

10 мин. 30 мин. 60 мин. 120 мин.

Рис. 3 Процесс распределения тепла в центральном сечении куба (комбинация сталь-медь,
∘𝐶)

Задача 3. Рассматривается нестационарная трехмерная задача распределения
тепла в единичном кубе из стали, с центральной кубической полостью в центре.
Начальная температура тела. На боковых и нижней гранях куба поддерживается
постоянная температура 0∘𝐶, а на верхней - 100∘𝐶. С учетом симметрии рассмат-
ривается ¼ часть тела (рис.1.в). В табл. 3 представлены значения температуры в
кубе с центральной кубической полостью. Тепло распространяется в окрестности об-
ласти, где задана начальная температура, так как внутренняя часть конструкции
изолирована (рис.4.). По истечению времени тепло концентрируется над полостью,
а температура нижней части полости остается нулевой [10, 11].

Таблица 3 Значения температуры в кубе с полостью, ∘𝐶
Номер узла 10 мин. 30 мин. 60 мин. 120 мин.

10 3.197 42.963 66.478 72.917
12 1.267E-8 6.929E-5 0.020 0.217

Сравнительный анализ распределение температуры при 120 мин. приведен на
рис.5.

На этих рисунках можно проследить процесс изменение температурного поля в
центральном сечении конструкции, в зависимости от расположения медного вклю-
чения или изолированной полости в центре конструкции.Результаты показывают,
как неоднородности в материале влияют на распределение температуры, а также
демонстрирует, влияние заданной на верхней грани температуры в 100∘𝐶 на общую
картину теплопроводности и тепловые потоки внутри куба.

На рис. 6 а, б приведены графики изменения температуры при 𝑡 = 120 мин., где
можно наблюдать влияние медного включения и полости на изменение температуры



Численное моделирование трехмерных нестационарных процессов . . . 105

10 мин. 30 мин. 60 мин. 120 мин.

Рис. 4 Распределение тепла в центральном сечении стальной конструкции полостью (∘𝐶)

Рис. 5 Распределение температуры при 120 мин.

а) б)

Рис. 6 Графики изменения температуры при 𝑡𝑘=120 мин.

по двум вертикалям (𝑥 = 0.5; 𝑦 = 0.25; 0 ⩽ 𝑧 ⩽ 1.0) и (𝑥 = 0.25; 𝑦 = 0.5;
0 ⩽ 𝑧 ⩽ 1.0).

Анализ этих результатов позволяет сделать выводы о том, как фактор геометрии
включений материалов, влияет на термические процессы в неоднородных телах.

5 Заключение
В статье представлена математическая постановка трехмерной нестационарной

задачи теплопроводности, основанная на МКЭ. Разработана численная модель для
решения задачи о распределении тепла в однородном кубе, все грани которого имеют
постоянную температуру 0∘𝐶, за исключением одной верхней грани, которая под-
держивается при температуре 100∘𝐶. В ходе исследования рассматривается влияние
медного включения или изолированной полости в форме куба, расположенной в цен-
тре конструкции, на распределение тепла. Анализируется, как эти неоднородности
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влияют на температурное поле в конструкции, что позволяет глубже понять термиче-
ские процессы и их динамику в неоднородных материалах. Данные результаты могут
быть полезны для практического применения в инженерных задачах, связанных с
теплообменом и проектированием термоуправляющих систем.
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