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В статье исследуется математическая модель Макшерри с учетом наследствен-

ности для описания искусственных ЭКГ. Математическая модель состоит из трех

обыкновенных нелинейных дифференциальных уравнений с производными дроб-

ных порядков в смсысле Герасимова-Капуто, для которых справедливы локальные

начальные условия (задача Коши). Задача Коши решается с помощью численного

метода, основанного на нелокальной явной конечно-разностной схеме первого по-

рядка точности. С помощью правила Рунге показано, что порядок вычислительной

точности численного алгоритма стремится к теоретическому порядку при увели-

чении количества узлов расчетной сетки. Численный алгоритм был реализован в

компьютерной программе на языке Maple. С помощью компьютерной программы

была проведена визуализация результатов моделирования при различных значени-

ях порядков дробных производных. Показано, что порядки дробных производных

позволяют более гибко описывать искусственную ЭКГ.
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1 Введение
Электрокардиограмма (ЭКГ) – это графическая запись электрической активно-

сти работы сердца, которая дает информацию о частоте сердечных сокращений, рит-
ме и проведении электрических импульсов в сердце. Ионный ток вызывает сокраще-
ние и последующее раслабление мышечных волокон сердца. В результате мы полу-
чаем график изменения электрического потенциала от времени, который позволяет
установить некоторые состояния, характерные для заболевания сердца. Например,
сужение коронарных артерий или инфаркт миокарда.

Особое место занимает расшифровка ЭКГ. Один нормальный цикл ЭКГ пред-
ставляет собой последовательную деполяризацию/реполяризацию предсердий и же-
лудочков, которые происходят при каждом сердечном сокращении. Их можно при-
ближенно связать с пиками и впадинами ЭКГ или с PQRST морфологией [1]
(рис. 1).

*Работа выполнена в рамках рамочного соглашения о сотрудничестве на 2022-2027 гг. между
ИКИР ДВО РАН и Национальным университетом Узбекистана имени Мирзо Улугбека №1118
от 28.04.2022 г.
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Рис. 1 PQRST-морфология здорового человека

На рис.1 приведен одиночный синусовый (нормальный) цикл ЭКГ для одного
сердечного сокращения с PQRST-морфологией, записанный у здорового человека.

PQRST-морфологию можно разделить на следующие ключевые участки:
1) P-зубец – небольшое низкоамплитудное отклонение от базовой линии, вызван-

ное фронтом волны активации (деполяризация) предсердий до сокращения предсер-
дий.

2) PQ-интервал – время между началом деполяризации предсердий и желудочков.
3) QRS-комплекс – часть ЭКГ с наибольшей амплитудой, вызванная ионными

токами, генерируемыми при деполяризации желудочков до их сокращения.
4) QT-интервал – время между началом желудочковой деполяризации и оконча-

нием желудочковой реполяризации.
5) ST-интервал – время между окончанием зубца S и началом зубца T.
6) T-зубец – реполяризация желудочков, при которой сердечная мышца готовится

к следующему циклу ЭКГ.
Необходимо отметить, что удлиненный QT-интервал может указывать на желу-

дочковые тахиаритмии, которые приводят к внезапной смерти [2]. ST-интервал так-
же может быть связан с сердечными заболеваниями, если наблюдается значительное
повышенные или понижение амплитуды вдали от исходного уровня. Более детально
с методами расшифровки ЭКГ можно познакомиться в монографии [1].

В настоящей работе нас будут интересовать ЭКГ, полученные не за счет записи
электрокардиографа, а за счет решения соответствующей математической модели.
Отправной точкой в этом вопросе будет являться статья [3], в которой была пред-
ложена математическая модель (модель Макшерри) для генерации искусственных
ЭКГ. Математическая модель представляла собой систему из трех нелинейных обык-
новенных дифференциальных уравнений первого порядка с начальными условиями
(задача Коши).

В работе авторов [4] была предложена дробная математическая модель Макшер-
ри, которая является обобщением ранее известной модели из статьи [3]. Это обоб-
щение заключалось в переходе от целочисленных производных к дробным производ-
ным. Такой переход может быть обусловлен наличием эффекта наследственности в
рассматриваемом процессе. Эффекты наследственности или эредитарности хорошо
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описаны в монографиях [5, 6]. В статье [4] авторы предложили численный алгоритм
решения дробной математической модели Макшерри, основанный на нелокальной
явной конечно-разностной схеме первого порядка точности. Численный алгоритм
был реализован в системе компьютерной алгебры Maple, с помощью которой была
проведена визуализация результатов моделирования. Было показано, что PQRST-
морфология сохраняется, а порядки дробных производных дают более гибкое моде-
лирование, рассматриваемого процесса.

В настоящей статье мы продолжим изучать дробную математическую модель
Макшерри. Были введены в модельные уравнения вспомогательные параметры, ко-
торые сохраняют стандартную размерность искомых величин. Исследуется нелокаль-
ная явная конечно-разностная схема. С помощью правила Рунге показано, что вы-
числительный порядок точности стремиться к теоретическому при увеличении рас-
четных узлов сетки. Также проведена визуализация результатов моделирования и
дана их интерпретация.

2 Постановка задачи
Рассмотрим следующую задачу Коши [3]:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥̇ (𝑡) =
(︁
1−

√︀
𝑥2 (𝑡) + 𝑦2 (𝑡)

)︁
𝑥 (𝑡)− 𝜔𝑦 (𝑡) ,

𝑦̇ (𝑡) =
(︁
1−

√︀
𝑥2 (𝑡) + 𝑦2 (𝑡)

)︁
𝑦 (𝑡) + 𝜔𝑥 (𝑡) ,

𝑧̇ (𝑡) = −
∑︁

𝑖∈{𝑃,𝑄,𝑅,𝑆,𝑇}

𝑎𝑖∆𝜃𝑖 exp

(︂
−∆𝜃2𝑖

2𝑏2𝑖

)︂
− (𝑧 (𝑡)− 𝑧0 (𝑡)) ,

𝑥 (0) = 𝑥0, 𝑦 (0) = 𝑦0, 𝑧 (0) = 𝑧0,

(1)

где 𝑥 (𝑡) , 𝑦 (𝑡) , 𝑧 (𝑡) ∈ 𝐶1 [0, 𝑇 ] – составляющие сигнала ЭКГ, отражающего ионный
ток и имеют размерности напряжения, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] – время процесса, 𝑇 > 0 – вре-
мя моделирования, ∆𝜃𝑖 = (𝜃 − 𝜃𝑖) mod 2𝜋, 𝜃 = atan2 (𝑥 (𝑡) , 𝑦 (𝑡)), 𝜔 – угловая ско-
рость, 𝑧0 (𝑡) = 𝐴 sin (2𝜋𝑓𝑡), где амплитуда и частота имеет следующие значения
𝐴 = 0.15, 𝑓 = 0.25, начальные условия: 𝑥0, 𝑦0, 𝑧0 – заданные константы. Здесь функ-
ция atan2 (𝑥 (𝑡) , 𝑦 (𝑡)) – функция, возвращающая значения из четвертого квадранта
акртангенса.

Остальные параметры 𝜃𝑖, 𝑎𝑖, 𝑏𝑖 являются константами, определяющие PQRST-
морфологию. Их значения берутся из таблицы, которые соответствуют здоровому
человеку [7].

Таблица 1 Параметры модели (1)

Индекс 𝑖 𝑃 𝑄 𝑅 𝑆 𝑇
𝜃𝑖 (рад) −1

3
𝜋 − 1

12
𝜋 0 1

12
𝜋 1

2
𝜋

𝑎𝑖 60 –250 1500 –375 37.5
𝑏𝑖 0.25 0.1 0.1 0.1 0.4

Определение 1. Задачу Коши (1) будем называть классической математической
моделью Макшерри для генерации искусственной ЭКГ.

В статье [3] классическая математическая модель Макшерри была исследована с
помощью численного метода Рунге-Кутта 4-го порядка. Дана визуализация резуль-
татов моделирования и их интерпретация.
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Замечание 1. Отметим, что целью разработки классической модели Макшерри в
статье [3] было предоставление стандартного реалистичного сигнала ЭКГ с извест-
ными характеристиками, который может быть сгенерирован с помощью конкретных
статистических данных, таких как среднее значение и стандартное отклонение ча-
стоты сердечных сокращений и характеристик частотной области вариабельности
сердечного ритма.

В статье [7] классическая математическая модель Макшерри была исследована с
помощью спектров максимальных показателей Ляпунова на предмет существования
хаотических режимов.

Следуя подходу, предложенному в статье [8], формально заменим правые части
модельных уравнений в системе (1) на следующие соотношения:

𝑑𝑥

𝑑𝑡
→ 1

Θ1−𝛼
𝛼

𝑑𝛼𝑥

𝑑𝑡𝛼
,
𝑑𝑦

𝑑𝑡
→ 1

Θ1−𝛽
𝛽

𝑑𝛽𝑦

𝑑𝑡𝛽
,
𝑑𝑧

𝑑𝑡
→ 1

Θ1−𝛾
𝛾

𝑑𝛾𝑧

𝑑𝑡𝛾
, (2)

где Θ𝛼,Θ𝛽,Θ𝛾 – вспомогательные параметры, имеющие размерность времени. Замена
(2) имеет смысл в том, что позволяет соблюсти стандартную размерность искомых
величин.

Операторы дробного дифференцирования в (2) понимаются в смысле Герасимова-
Капуто [9, 10]:

𝑑𝛼𝑥 (𝑡)

𝑑𝑡𝛼
=

1

Γ (1− 𝛼)

𝑡∫︀
0

𝑥̇ (𝜏) 𝑑𝜏

(𝑡− 𝜏)𝛼
, 0 < 𝛼 < 1,

𝑑𝛽𝑦 (𝑡)

𝑑𝑡𝛽
=

1

Γ (1− 𝛽)

𝑡∫︀
0

𝑦̇ (𝜏) 𝑑𝜏

(𝑡− 𝜏)𝛽
, 0 < 𝛽 < 1,

𝑑𝛾𝑧 (𝑡)

𝑑𝑡𝛾
=

1

Γ (1− 𝛾)

𝑡∫︀
0

𝑧̇ (𝜏) 𝑑𝜏

(𝑡− 𝜏)𝛾
, 0 < 𝛾 < 1,

(3)

где Γ (·) – гамма-функция.
Подставляя в правые части системы (1) вместо целочисленных производных дроб-

ные производные (3), мы получаем следующую задачу Коши:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑𝛼𝑥 (𝑡)

𝑑𝑡𝛼
= 𝐾𝛼

(︁
1−

√︀
𝑥2 (𝑡) + 𝑦2 (𝑡)

)︁
𝑥 (𝑡)− 𝜔1𝑦 (𝑡) ,

𝑑𝛽𝑦 (𝑡)

𝑑𝑡𝛽
= 𝐾𝛽

(︁
1−

√︀
𝑥2 (𝑡) + 𝑦2 (𝑡)

)︁
𝑦 (𝑡) + 𝜔2𝑥 (𝑡) ,

𝑑𝛾𝑥 (𝑡)

𝑑𝑡𝛾
= −𝐾𝛾

⎡⎣ ∑︁
𝑖∈{𝑃,𝑄,𝑅,𝑆,𝑇}

𝑎𝑖∆𝜃𝑖 exp

(︂
−∆𝜃2𝑖

2𝑏2𝑖

)︂
+ (𝑧 (𝑡)− 𝑧0 (𝑡))

⎤⎦ ,
𝑥 (0) = 𝑥0, 𝑦 (0) = 𝑦0, 𝑧 (0) = 𝑧0,

(4)

где 𝐾𝛼 = (Θ𝛼)
𝛼−1 , 𝐾𝛽 = (Θ𝛽)

𝛽−1 , 𝐾𝛾 = (Θ𝛾)
𝛾−1, 𝜔1 = 𝜔𝐾𝛼, 𝜔2 = 𝜔𝐾𝛽.

Определение 2. Задачу Коши (4) мы будем называть дробной математической
моделью Макшерри.

Замечание 2. Для дробной математической модели Макшерри (4) справедливы
локальные начальные условия.

Замечание 3. Отметим, что в предельном случае, когда 𝛼 = 𝛽 = 𝛾 = 1. Дробная
математическая модель Макшерри (4) переходит в классическую модель Макшерри
(1).
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Замечание 4. Заметим, что случай, когда в системе (4) Θ𝛼 = Θ𝛽 = Θ𝛾 = 1 был
рассмотрен в статье авторов [4].

Дробная математическая модель Макшерри (4) далее будет объектом нашего ис-
следования.

3 Методика решения
В силу того, что дробная математическая модель Макшерри (4) является нели-

нейной, то необходимо использовать численные методы для ее решения.
Для решения задачи Коши (4) воспользуемся теорией конечно-разностных схем.

Для этого будем считать, что функции 𝑥 (𝑡) , 𝑦 (𝑡) , 𝑧 (𝑡) обладают необходимыми усло-
виями гладкости. Рассмотрим равномерную сетку по временной координате. Раз-
объем отрезок [0, 𝑇 ] на 𝑁 равных частей с шагом дискретизации 𝜏 = 𝑇/𝑁 . Тогда
функции решения 𝑥 (𝑡) , 𝑦 (𝑡) , 𝑧 (𝑡) перейдут в сеточные функции 𝑥 (𝑡𝑘) , 𝑦 (𝑡𝑘) , 𝑧 (𝑡𝑘),
где 𝑡𝑘 = 𝑘𝜏, 𝑘 = 1, . . . , 𝑁 . Аппроксимации производных дробных порядков даются
следующими формулами (5):

𝑑𝛼𝑥 (𝑡𝑘)

𝑑𝑡𝑘
𝛼

=
𝜏−𝛼

Γ (2− 𝛼)

𝑘−1∑︀
𝑖=0

𝑤𝛼
𝑖 (𝑥𝑘−𝑖+1 − 𝑥𝑘−𝑖) +𝑂 (𝜏) ,

𝑑𝛽𝑦 (𝑡𝑘)

𝑑𝑡𝑘
𝛽

=
𝜏−𝛽

Γ (2− 𝛽)

𝑘−1∑︀
𝑖=0

𝑤𝛽
𝑖 (𝑦𝑘−𝑖+1 − 𝑦𝑘−𝑖) +𝑂 (𝜏) ,

𝑑𝛾𝑧 (𝑡𝑘)

𝑑𝑡𝑘
𝛾

=
𝜏−𝛾

Γ (2− 𝛾)

𝑘−1∑︀
𝑖=0

𝑤𝛾
𝑖 (𝑧𝑘−𝑖+1 − 𝑧𝑘−𝑖) +𝑂 (𝜏) ,

(5)

где весовые коэффициенты имеют вид: 𝑤𝛼
𝑖 = (𝑖+ 1)1−𝛼 − 𝑖1−𝛼, 𝑤𝛽

𝑖 = (𝑖+ 1)1−𝛽 − 𝑖1−𝛽,
𝑤𝛾

𝑖 = (𝑖+ 1)1−𝛾 − 𝑖1−𝛾.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥0 = 𝑎, 𝑦0 = 𝑏, 𝑧0 = 𝑐,

𝑥1 =
1

𝑊𝛼

(︂
𝐾𝛼

(︂
1−

√︁
𝑥2
0 + 𝑦20

)︂
𝑥0 − 𝜔1𝑦0 +𝑊𝛼𝑥0

)︂
,

𝑦1 =
1

𝑊𝛽

(︂
𝐾𝛽

(︂
1−

√︁
𝑥2
0 + 𝑦20

)︂
𝑦0 + 𝜔2𝑥0 +𝑊𝛽𝑦0

)︂
,

𝑧1 = −𝐾𝛾

𝑊𝛾

(︃
5∑︁

𝑖=1

𝑎𝑖Δ𝜃0,𝑖 exp

(︃
−
Δ𝜃20,𝑖
2𝑏2𝑖

)︃
− (𝑊𝛾 − 1) 𝑧0

)︃
,

𝑥2 =
1

𝑊𝛼

(︂
𝐾𝛼

(︂
1−

√︁
𝑥2
1 + 𝑦21

)︂
𝑥1 − 𝜔1𝑦1 +𝑊𝛼𝑥1

)︂
,

𝑦2 =
1

𝑊𝛽

(︂
𝐾𝛽

(︂
1−

√︁
𝑥2
1 + 𝑦21

)︂
𝑦1 + 𝜔2𝑥1 +𝑊𝛽𝑦1

)︂
,

𝑧2 = −𝐾𝛾

𝑊𝛾

(︃
5∑︁

𝑖=1

𝑎𝑖Δ𝜃1,𝑖 exp

(︃
−
Δ𝜃21,𝑖
2𝑏2𝑖

)︃
− (𝑊𝛾 − 1) 𝑧1 −𝐴 sin (2𝜋𝑓𝜏)

)︃
,

𝑥𝑘+1 =
1

𝑊𝛼

(︃
𝐾𝛼

(︂
1−

√︁
𝑥2
𝑘 + 𝑦2𝑘

)︂
𝑥𝑘 − 𝜔1𝑦𝑘 −𝑊𝛼

𝑘−1∑︁
𝑖=1

𝑤𝛼
𝑖 (𝑥𝑘−𝑖+1 − 𝑥𝑘−𝑖) +𝑊𝛼𝑥𝑘

)︃
,

𝑦𝑘+1 =
1

𝑊𝛽

(︃
𝐾𝛽

(︂
1−

√︁
𝑥2
𝑘 + 𝑦2𝑘

)︂
𝑦𝑘 + 𝜔2𝑥𝑘 −𝑊𝛽

𝑘−1∑︁
𝑖=1

𝑤𝛽
𝑖 (𝑦𝑘−𝑖+1 − 𝑦𝑘−𝑖) +𝑊𝛽𝑦𝑘

)︃
,

𝑧𝑘+1 = −𝐾𝛾

𝑊𝛾

(︃
5∑︁

𝑖=1

𝑎𝑖Δ𝜃𝑘,𝑖 exp

(︃
−
Δ𝜃2𝑘,𝑖
2𝑏2𝑖

)︃
+𝑊𝛾

𝑘−1∑︁
𝑖=1

𝑤𝛾
𝑖 (𝑧𝑘−𝑖+1 − 𝑧𝑘−𝑖)− (𝑊𝛾 − 1) 𝑧𝑘 − 𝑧0,𝑘

)︃
,

𝑧0,𝑘 = 𝐴 sin (2𝜋𝑓𝑘𝜏) , 𝑘 = 2, . . . , 𝑁 − 1,

(6)



12 Алимов Х.Т., Паровик Р.И.

где 𝑊𝛼 =
𝜏−𝛼

Γ (2− 𝛼)
,𝑊𝛽 =

𝜏−𝛽

Γ (2− 𝛽)
,𝑊𝛾 =

𝜏−𝛾

Γ (2− 𝛾)
, 𝑎, 𝑏, 𝑐 – заданные константы.

Замечание 5. Нелокальная явная конечно-разностная схема (6) является условно
устойчивой и сходится с первым порядком.

Исследуем нелокальную явную конечно-разностную схему (6) с помощью правила
Рунге или метода двойного пересчета [11]. Покажем, что порядок вычислительной
точности стремится к теоретическому глобальному первому порядку. Для этого вве-
дем погрешности:

𝜉𝑖𝑥 = max |𝑥𝑖 − 𝑥2𝑖| , 𝜉𝑖𝑦 = max |𝑦𝑖 − 𝑦2𝑖| , 𝜉𝑖𝑧 = max |𝑧𝑖 − 𝑧2𝑖| , (7)

где 𝜉𝑖𝑥, 𝜉
𝑖
𝑦, 𝜉

𝑖
𝑧 – погрешность численной схемы (6), 𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑧𝑖 – численное решение на

шаге 𝜏𝑖, 𝑥2𝑖, 𝑦2𝑖, 𝑧2𝑖 – численное решение на шаге 𝜏𝑖/2. Вычислительная точность для
𝑝𝑥, 𝑝𝑦, 𝑝𝑧 получена по формулам:

𝑝𝑥 = log2

(︂
𝜉𝑖𝑥
𝜉𝑖+1
𝑥

)︂
, 𝑝𝑦 = log2

(︂
𝜉𝑖𝑦
𝜉𝑖+1
𝑦

)︂
, 𝑝𝑧 = log2

(︂
𝜉𝑖𝑧
𝜉𝑖+1
𝑧

)︂
. (8)

Рассмотрим конкретные примеры оценки вычислительной точности схемы (6).

Пример 1. Классическая модель Макшерри: 𝛼 = 𝛽 = 𝛾 = 1, 𝜔 = 1, 𝑡 ∈ [0, 1], 𝑥 (0) =
= 0.1, 𝑦 (0) 𝑧 (0) = 0.25. Значения коэффициентов берутся из Таблицы 1. Результаты
расчетов по формулам (7) и (8) приведены в Таблице 2.

Таблица 2 Классическая модель Макшерри (𝛼 = 𝛽 = 𝛾 = 1)

𝑁 𝜏 𝜉𝑥 𝜉𝑦 𝜉𝑧 𝑝𝑥 𝑝𝑦 𝑝𝑧

10 1/10 0.0052 0.0022 0.119 - - -

20 1/20 0.0027 0.0013 0.079 0.960 0.723 0.588
40 1/40 0.0014 0.0007 0.042 0.984 0.872 0.912
80 1/80 0.000684 0.000379 0.021 0.993 0.939 0.947
160 1/160 0.000343 0.000193 0.011 0.997 0.970 0.972
320 1/320 0.000171 0.000098 0.006 0.998 0.985 0.992
640 1/640 0.000086 0.000049 0.003 0.999 0.993 0.994

Из табл. 2 мы видим, что компоненты вычислительной точности 𝑝𝑥, 𝑝𝑦, 𝑝𝑧 при
увеличении узлов расчетной сетки 𝑁 стремятся к единице – теоретическому порядку
точности схемы (6).

Пример 2. Дробная модель Макшерри: 𝛼 = 𝛽 = 𝛾 = 0.9, Θ𝛼 = Θ𝛽 = Θ𝛾 = 1,
𝜔 = 1, 𝑥0 = 0.1, 𝑦0 = 0.15, 𝑧0 = 0.2, 𝑡 ∈ [0, 1] [4]. Остальные значения параметров
берутся из предыдущего примера. Результаты расчетов по формулам (7) и (8) даны
в Таблице 3.

Таблица 3 Дробная модель Макшерри (𝛼 = 𝛽 = 𝛾 = 0.9)

𝑁 𝜏 𝜉𝑥 𝜉𝑦 𝜉𝑧 𝑝𝑥 𝑝𝑦 𝑝𝑧

10 1/10 0.0144371251 0.0115074024 0.503600131 - - -

20 1/20 0.0067895516 0.0080172059 0.248774354 1.09 0.52 1.02
40 1/40 0.0030783936 0.0047016043 0.122878255 1.14 0.77 1.02
80 1/80 0.0013872851 0.0025717057 0.060882958 1.15 0.87 1.01
160 1/160 0.0006151021 0.0013627082 0.029470865 1.17 0.92 1.05
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Из табл.3 порядок вычислительной точности близок также как и в предыдущем
примере к теоретическому порядку точности схемы (6).

Рассмотрим другой случай с различными значениями 𝛼 = 0.7, 𝛽 = 0.9, 𝛾 = 0.8.
Начальные условия 𝑥0 = 𝑦0 = 𝑧0 = 0.1. Остальные параметры оставим без изменения.

Таблица 4 Дробная модель Макшерри (𝛼 = 0.7, 𝛽 = 0.9, 𝛾 = 0.8)

𝑁 𝜏 𝜉𝑥 𝜉𝑦 𝜉𝑧 𝑝𝑥 𝑝𝑦 𝑝𝑧

10 1/10 0.02016857149 0.0119489053 0.7967764478 - - -

20 1/20 0.0097571621 0.0089602315 0.400408397 1.05 0.42 0.99
40 1/40 0.00452258504 0.0053449063 0.203770521 1.11 0.75 0.97
80 1/80 0.00208821022 0.0029059414 0.099717093 1.11 0.88 1.03
160 1/160 0.00094955496 0.0015108455 0.048324703 1.14 0.94 1.05

Из табл. 4 видно, что вычислительная точность при увеличении узлов расчетной
сетки близка к единице. Далее отметим, что для 𝑥 и 𝑧 приемлемый результат до-
стигается на втором шаге метода двойного пересчета. Для 𝑦 на шестом шаге метода
двойного пересчета.

В табл. 5 приведены результаты расчетов в случае, когда значения вспомогатель-
ных параметров дробной модели Макшерри различны (4): Θ𝛼 = 1.01,Θ𝛽 = 1.003,
Θ𝛾 = 1.005. Значения остальных параметров взяты из предыдущего случая.

Таблица 5 Дробная модель Макшерри (𝛼 = 0.7, 𝛽 = 0.9, 𝛾 = 0.8)

𝑁 𝜏 𝜉𝑥 𝜉𝑦 𝜉𝑧 𝑝𝑥 𝑝𝑦 𝑝𝑧

10 1/10 0.02008176435 0.0118650481 0.7928440013 - - -

20 1/20 0.0097215210 0.0089028878 0.395625307 1.05 0.41 0.99
40 1/40 0.0045059401 0.0053125856 0.199050036 1.11 0.74 1.1
80 1/80 0.00208046645 0.0028891554 0.092987021 1.11 0.88 1.1
160 1/160 0.00094598753 0.0015024784 0.039021183 1.13 0.94 1.2

Здесь также мы видим, что динамика сохраняется, глобальный порядок нело-
кальной явной конечно-разностной схемы является первым. Также можно заметим,
что значения компонент вычислительной точности 𝑝𝑥 и 𝑝𝑦, дают приемлемый ре-
зультат уже на втором шаге метода двойного пересчета. В то же время, значения
компоненты вычислительной точности 𝑧 (𝑡) выходит на приемлемый результат после
шестого шага метода двойного пересчета.

4 Результаты моделирования
Рассмотрим некоторые результаты моделирования в рамках дробной модели Мак-

шерри (4) по численному алгоритму (6). Численный алгоритм (6) был реализован
в системе компьютерной алгебры Maple с возможностью визуализации результатов
моделирования [12]. Здесь важное значение имеет компонента 𝑧 (𝑡). Как в классиче-
ской модели Макшерри (1), так и в дробной модели Макшерри (4) она определяет
PQRST-морфологию искусственной ЭКГ.

В случае, когда вспомогательные параметры в дробной модели Макшерри (4):
Θ𝛼 = Θ𝛽 = Θ𝛾 = 1, а значения других параметров модели (4) 𝑡 ∈ [0, 50], 𝜔 = 1, 𝐴 =
= 0.15, 𝑓 = 0.25 остальные значения взяты из Таблицы 1, количество узлов 𝑁 = 2000
для расчетной сетки нелокальной явной конечно-разностной схемы (6). Начальные
условия 𝑥0 = 𝑦0 = 𝑧0 = 1. Результаты расчетов компоненты 𝑧 (𝑡) приведены на рис.2.
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Рис. 2 Результаты моделирования при Θ𝛼 = Θ𝛽 = Θ𝛾 = 1.

На рис.2 представлена динамика компоненты 𝑧 (𝑡) решения дробной модели Мак-
шерри (4) при различных значениях порядков дробных производных 𝛼, 𝛽, 𝛾. Слу-
чай, когда их значения соизмеримы (одинаковые) соответствует красной расчетной
кривой, а случай когда они несоизмеримы – синей расчетной кривой. Также для со-
поставления приведена расчетная кривая для классической модели Макшерри (1) –
черная расчетная кривая. Мы видим, что PQRST-морфология искусственной ЭКГ
сохраняется для дробной модели Макшерри (4) при Θ𝛼 = Θ𝛽 = Θ𝛾 = 1. Это име-
ет важное практическое значение, что дает предпосылки для дальнейшего изучения
дробной модели Макшерри.

Случай, когда значения вспомогательных параметров Θ𝛼,Θ𝛽,Θ𝛾 различны для
дробной модели Макшерри (4) приведен на рис.3.

Рис. 3 Результаты моделирования при Θ𝛼 = 1.1,Θ𝛽 = 1.2,Θ𝛾 = 1.25.

На рис.3 приведены различные расчетные кривые компоненты 𝑧 (𝑡) решения дроб-
ной модели Макшерри (4) при различных значениях порядков дробных производ-
ных. Здесь также как и на предыдущем рисунке мы видим сохранение PQRST-
морфология искусственной ЭКГ. Также видим некоторые изменения в расчетных
кривых по сравнению с классической модели Макшерри (черная кривая). Эти из-
менения можно считать отклонениями от нормы, т.е. от показателей здорового че-
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ловека. Поэтому значения дробных производных можно учитывать при разработки
новой диагностики сердца.

5 Заключение

В дробной модели Макшерри предложено учитывать вспомогательные параметры
Θ𝛼,Θ𝛽,Θ𝛾, которые характеризуют некоторые времена, рассматриваемого процесса с
наследственностью. С помощью нелокальной явной конечно-разностной схемы было
получено численного решение при различных значениях параметров модели. Были
построены графики решения и дана их интерпретация.

Кроме того, в статье было проведено исследование нелокальной явной конечно-
разностной схемы. Подтверждено по правилу Рунге с помощью оценки порядка вы-
числительной точности численного алгоритма , что глобальный порядок точности,
исследуемой схемы – первый.

Показано, что дробная математическая модель может быть применима для гене-
рации искусственных ЭКГ.
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applied to a more general mathematical model when the orders of fractional derivatives

are functions of time.

Keywords: McSherry model, ECG, fractional derivative, numerical algorithm, order of

accuracy, Runge’s rule.
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